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CAPITULO V

ESFORCOS DE CALCULO

1. Introducdo

A verificacio da seguranca das estruturas impde a condi¢io de que as
combinagbes mais desfavoriveis das solicitagdes de cilculo sejam inferi-
ores as resisténcias de cdlaulo correspondentes aos possiveis estados limites
da estrutura.

No entanto, a verificagdo da seguranca pode geralmente ser efectuada
em relacdo aos elementos constituintes da estrutura, comparando os esforgos
de cilculo, que neles se desenvolvem devido as combina¢des mais desfavora-
veis das solicitacbes de cilculo actuando na estrutura, com as resisténcias
de célculo desses elementos correspondentes aos possiveis estados limites.

No presente capitulo trata-se da determinacdo dos esforcos de cilculo
nos elementos das estruturas, passando-se em revista sintéticamente os diversos
métodos de célculo aplicdveis aos casos de estruturas reticuladas e de lajes.

2. Tipos de comportamento estrutural. Métodos de calculo

No caso de os esfor¢os serem directamente exprimiveis em fungdo das
solicitacdes por meras condigdes de equilibrio estitico, as estruturas desig-
nam-se por isostaticas, e o cilculo dos esforgos solicitantes pode fazer-se
com muita simplicidade. Porém, no caso das estruturas de betio armado,
tal nio sucede geralmente, e os esforgos que actuam nas diversas secgoes (ou
pecas elementares) ndo dependem sdmente das solicitagdes mas também
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do comportamento da prépria estrutura; neste caso, as estruturas designam-se
por hiperestaticas.

O cilculo dos esforgos implica, portanto, neste Gltimo caso, a formulacio
de hipéteses acerca do comportamento das estruturas. |

As hipdteses fundamentais correspondem aos seguintes tipos de com-
portamento: eldstico perfeito, plastico perfeito e ndo linear (fig. V- 1).

Ao comportamento eldstico perfeito corresponde a lei de Hooke gene-
ralizada, que estabelece a proporcionalidade entre tensdes e extensdes e entre

esforcos e deslocamentos.

No comportamento: plastico petfeito, desprezam-se as deformagdes até
um dado limite das solicitacgdes e considera-se que, atingido esse limite,
se verificam cedéncias para as quais, mantendo-se as solicitagdes constantes,

Plastico perfeito

FORGCAS

—
DESLOCAMENTOS

Fic. V-1

as deformacdes crescem indefinidamente. No caso de pegas prismaticas
(vigas, pilares) sujeitas a flexdo, designam-se por rétulas plasticas as regides
em que se verificam estas deformagdes; no caso das lajes, as regides em que
se verificam as cedéncias designam-se por charneiras plasticas ou linhas
de rotura.

Como combinacio destes dois tipos de comportamento pode ainda
considerar-se o comportamento elastopldstico, em que, até dado limite, se
verifica elasticidade perfeita e, atingido esse limite, as deformacGes crescem
indefinidamente, tal como sucede no comportamento plastico perfeito.
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Finalmente, o comportamento nio linear resulta de admitir relagGes
nio lineares entre os esforcos e as deformagbes. Diga-se, de resto, que &
esta hipotese a que melhor se ajusta ao comportamento dos elementos
de betio armado, o que provém da ocorréncia do fenémeno da fendilhagio
e da nio linearidade das relaces tensdes-extensdes do betio e do ago.

Até data recente, os métodos de cilculo disponiveis sdmente permitiam
a determinacio dos esforcos nas hipéteses de elasticidade perfeita ou de
plasticidade perfeita.

A hipbtese de elasticidade perfeita ajusta-se com precisdo satisfatoria
ao comportamento das estruturas de betdo armado na fase inicial e mesmo
até s solicitacdes de servico. A medida que os esforcos aumentam verificam-se
nio linearidades importantes, 0 que tem como consequéncia, na rotura,
afastarem-se da realidade os resultados do método elastico.

No entanto, visto que a aplicagio deste método conduz em geral a
resultados seguros, admite-se no REBA a sua utilizagio com toda a genera-
lidade, tanto mais que a longa tradigio do seu emprego conduziu a for-
mulacio de processos aperfeigoados de cilculo que muito facilitam as apli-
cagOes praticas.

Por outro lado, a hipbtese de plasticidade perfeita representa satisfa-
toriamente o comportamento préximo da rotura das secgGes de elementos
de aco macio ou de materiais que apresentem largos patamares de cedéncia,
mas nio se ajusta, na maioria dos casos, a0 comportamento das secghes de
betio armado; o emprego do método plastico as estruturas deste material
deve ser fortemente condicionado, pois conduz, na generalidade dos casos,
a valores excessivamente elevados das cargas de rotura; é no entanto,
admissivel em estudos de anteprojecto ou nos casos em que a variabilidade
e a imprecisio das solicitagdes ndo justifiquem o emprego de um método
mais rigoroso.

Por esta razio, o REBA sdmente autoriza a aplicagdo do cdlculo
plastico s estruturas reticuladas no caso das combinagbes de solicitagoes do
tipo 11, que compreendem as acgdes do vento excepcional e dos sismos,
recomendando ainda que nio devem ser consideradas distribuicSes de capa-
cidade resistente pelas diversas secgdes que se afastem muito da correspon-
dente a0 comportamento eldstico, em virtude de tal facto exigir redistri-
buicdes excessivas de esfor¢os — incompativeis com a limitada capacidade
de deformagio que possuem as secgbes de betdo armado — para que possa
ser atingida a configuragio de rotura admitida no cilculo plastico; no_caso

da?']ﬁfeﬁ_@acigas, é imposto ainda um agravamento de 20 % ao coeficiente

de majoragio das solicitagdes, além de outras condi¢des, sendo no entanto
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admitido o emprego do cilculo plastico para a determinagio dos esforcos
devidos ds combinagbes de solicitagdes tanto do tipo I como do tipo II.

O reconhecimento dos inconvenientes do método plistico para repre-
sentar correctamente o comportamento das estruturas de betio armado levou,
nos ultimos anos, ao estudo de métodos mais adequados. Sdo exemplos os
métodos de Baker e de Macchi, apliciveis as estruturas reticuladas, em que
sio consideradas simultineamente deformagGes elasticas e plasticas, e sdo
introduzidas condi¢bes complementares de limitagdo das rotagbes das rétulas
de modo a ter em conta a reduzida capacidade de deformagio das secgbes
de betio armado. Definidas regras que permitem calcular a capacidade de
rotagao das rétulas em fungio da geometria das secgbes, da qualidade dos
materiais e do tipo de esforgos actuantes, e estabelecidas as condigGes de
compatibilidade de deformagdes da estrutura para o conjunto de deformagGes

elasticas ao longo das barras e de deformagGes plésticas nas rétulas, estes
métodos consideram que a rotura é atingida quando se iguala a capacidade
de rotagdo das rétulas.

Os principais inconvenientes destes métodos resultam da necessidade
de concentrar todas as deformacdes ndo lineares nas rétulas, e de nio ser
facil definir limites para estas deformagGes. Note-se ainda que, tal como
no método plistico, estes métodos ndo permitem acompanhar a evolugio do
comportamento da estrutura (deformagbes e distribuicao de esforgos) a
medida que aumenta a intensidade das solicitagdes, permitindo sOmente
definir a solicitacio e a configuragdo de rotura.

Modernamente, tém sido aplicadas 4 anilise do comportamento das
estruturas técnicas mais evoluidas, baseadas em admitir para as suas pegas
elementares relagdes nio lineares entre esforgos e deslocamentos. Conceptual-
mente, o problema nio envolve dificuldades especiais, pois trata-se apenas
de calcular, para cada valor da solicitagio, o conjunto dos esforgos que,
simultineamente, satisfaz as condi¢Ges de equilibrio estitico e conduz a
deformagbes compativeis dos elementos constituintes da estrutura. No
entanto, sdmente o recurso aos modernos computadores torna possivel a
resolugdo pratica do problema formulado nestes termos.

Dado que o comportamento das estruturas reticuladas correntes é prin-
cipalmente condicionado pelo comportamento a flexdo das suas barras,
interessa definir relagdes momentos-curvaturas que representem de forma
satisfatéria o comportamento dos trocos elementares que constituem essas
barras tendo em conta os principais parimetros que condicionam a defor-
mabilidade (geometria das sec¢des, qualidades dos materiais, percentagem de
armadura, efeito do esforco normal, etc.). O problema fica assim subdivi-
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dido no estudo das relagbes momentos-curvaturas das barras e no estudo do
comportamento da estrutura a partir do conhecimento dessas relagbes que,
como se disse, sio ndo lineares.

O calculo nao linear nao deve ser visto como uma ferramenta a utilizar
em todos os casos da pratica. O seu interesse resulta principalmente de per-
mitir estabelecer correccdes a introduzir nos resultados do cilculo elastico,
as quais, no caso das estruturas reticuladas, podem ser expressas em termos
de coeficientes de redistribui¢io. Este é o processo preconizado no REBA
e ai quantificado para alguns tipos de estruturas.

3. Estruturas reticuladas

3.1 Cadlculo elastico

No método de cilculo eldstico admite-se que é linear e homogénea
a lei esforgos-deformagbes necessiria para o estabelecimento das condigBes
de compatibilidade de deformagio que permitem determinar os esforgos
hiperestaticos na estrutura.

De acordo com o REBA, nos casos correntes, o cilculo das deformagdes
necessirio para o estudo das estruturas hiperestiticas poderd fazer-se consi-
derando unicamente as secgbes de betio e desprezando a contribuigio das
armaduras; nos casos especiais em que isso se justifique, ter-se-d0 em conta
as secgoes de ago, atribuindo ao coeficiente de homogeneizagio o valor 10.
Ainda segundo o REBA, este método de célculo pode ser aplicado sem
qualquer reserva a determinacio dos esforgos, sejam eles devidos ds com-
binagbes de solicitagdes do tipo 1 ou do tipo 11.

A formulagdo classica do célculo eldstico das estruturas hiperestaticas
consiste em escolher para incégnitas um conjunto de esforgos actuantes em
varias sec¢Oes e determinar esses esforgos a partir de um sistema de equagOes
lineares que estabelece a compatibilidade das deformagGes.

Conceptualmente, na base desta formulagdo, estd implicita a nogdo de
transformagio, que pode ser apresentada do modo seguinte,

Dada uma estrutura de comportamento desconhecido (estrutura original),
transforma-se, por cortes, num conjunto de estruturas de comportamento conhe-
cido (estrutura transformada); o problema fica resolvido determinando as
forgas (incognitas) que, aplicadas a estrutura transformada, permitem recons-
tituir a estrutura original. Outro modo de proceder consiste em transformar
a estrutura original em estruturas conhecidas nio mediante cortes mas atra-
vés de fixagbes; a resolugdo do problema consistiri entio na determinacdo

87




MANUAL DE BETAO ARMADO

dos deslocamentos (incognitas) que devem ser impostos as fixagdes para
reconstituir a estrutura original.

Pelo facto de no primeiro caso se tomarem para incégnitas forgas,
designa-se o procedimento por método das for¢as; no segundo caso, como
se tomam para incognitas deslocamentos, o método correspondente designa-se
por método dos deslocamentos. Note-se que a transformagio pode com-
preender simultineamente cortes e fixaches e ter-se-4, entdio, um método
misto.

Interessa referir que os conhecidos métodos de Cross, Kani e outros nio
s40 mais do que processos iterativos de resolu¢io do problema, baseados em
conceitos de transformagdo andlogos aos apresentados.

A formulagio do cilculo eldstico nos termos indicados e expressa em
linguagem matricial adapta-se particularmente bem 2 utilizagio dos computa-

. dores. Para isso, podem estabelecer-se programas de cilculo que permitem

ao computador formar automaticamente, a partir dos dados relativos 2
geometria, ds propriedades mecinicas dos materiais e as forcas aplicadas, as
matrizes que traduzem os diversos passos de resolugio do problema, e
fornecer directamente os resultados sob a forma de esforcos e deformacdes.

Encontram-se em exploragio no LNEC diversos programas de cilculo
deste tipo para estruturas reticuladas planas de forma qualquer, estruturas
articuladas, planas e espaciais, vigas continuas, grelhas, etc.

A utilizagdo destes programas € facilitada pela existéncia de publicacbes
que indicam as caracteristicas de cada programa (tais como campo de apli-
cagdo, bases de formulagdo, capacidade), informam sobre o modo de apre-

sentar os dados e de interpretar os resultados do célculo, e exemplificam a
utilizacdo.

3.2 Cdlculo pldstico

A hipbtese fundamental do comportamento plistico perfeito consiste
em admitir que, quando numa dada secgdo é atingido o esforco de cedéncia
ou de plastificacdo, se verifica a deformagio da secio sem alteracio do
valor do esfor¢o. No caso particular das estruturas reticuladas, a plasti-
ficagio é em geral obtida por acgdo dos momentos flectores.

Deste modo, considera-se que, num elemento sujeito a flexdo, quando
o momento flector atinge numa secgio o valor do momento de plastificagio,
se mantém sem ultrapassar esse valor, iniciando-se as deformagdes plasticas;
e tudo se passa como se existisse, localizada nessa sec¢io, uma rétula com atrito
que permanecesse rigida enquanto o momento nio atinge o valor de plasti-
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ficagdo e que permitisse a rotagio relativa, indefinida, dos bordos dos trogos
do elemento concorrentes na rétula desde que o momento atinja aquele
valor. Esta é a nogio de rétula plastica.

Como se sabe, esta hipitese é aproximadamente valida para elementos
de ago macio, sendo o momento de plastificacio — em que a secgdo se
encontra totalmente plastificada — de valor mais elevado do que o momento
para o qual se atinge, nas fibras extremas da seccio, a tensio de cedéncia
do ago: a relagio entre estes valores é de 1,50 para secgbes rectangulares,
1,70 para secgbes circulares e 1,15 a 1,20 para seccoes em I. Estes valores
referem-se 3 actuacio isolada do momento flector: a actuagio de esforgos
normais ou de esforgos transversos reduz os momentos de plastificagio.

Numa estrutura reticulada, para valores crescentes das solicitagGes, su-
pondo que todas variam proporcionalmente a um mesmo parimetro, vao-se
formando rétulas plisticas em todas as seccoes onde o momento flector
iguala, localmente, o momento de plastificagio. Cada vez que uma nova
totula se forma, o momento flector fixa-se ai num valor por hipétese conhe-
cido, e o grau de hiperestaticidade da estrutura reduz-se de uma unidade;
sendo 7 o grau de hiperestaticidade, quando se forma a rétula de ordem n,
O sistema fica estiticamente determinado. A formagio da rétula de ordem
7 + 1 transforma o sistema num mecanismo, articulado nas rétulas, capaz
de deformacgbes indefinidas sob solicitagio constante, estado este a que
corresponde o colapso da estrutura.

Note-se, no entanto, que podem ocorrer casos de ruina parcial, em
que o colapso da estrutura se verifica para a formacio de um nimero de
rotulas plasticas inferior ao grau de hiperestaticidade, e casos em que, por
condicbes de simetria, se formam rétulas em nfimero superior ao grau de
hiperestaticidade.

Conhecida a localizagio das rétulas plasticas, isto é, a configuracio do
mecanismo de rotura, e o valor dos momentos que provocam as rotagoes
das rétulas — momentos de plastificacio —, o célculo da solicitagdo cor-
respondente faz-se ou por aplicagio de condicdes estiticas, ou através de
condi¢Ses cinemiticas por aplicagio do teorema dos trabalhos virtuais.

Os métodos gerais de determinagio do mecanismo e da solicitagio de
rotura sdo baseados em dois teoremas, devidos a Greenberg e Prager,. deno-
minados teorema estitico e teorema cinemitico, que podem ser enunciados
do modo seguinte.

Teorema estatico: «A verdadeira solicitagio de rotura é a/maior ) das
solicitagbes que correspondem a um diagrama de momentos estiticamente
admissivel (designando por estiticamente admissivel um diagrama de mo-
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mentos que satisfaga a todas as condi¢bes de equilibrio estitico da estrutura
€, em todas as secgbes, a condigio M < M,, em que M, é o momento de
plastificagio correspondente)y. '
Teorema cinemdtico: «A verdadeira solicitacio de rotura é a menot das
solicitacbes que se podem obter dispondo rétulas plésticas em locais arbi-

tririos do sistema e calculando a solicitagio que corresponde ao mecanismo
assim criadoy.

Combinando estes dois teoremas, que fornecem assim, respectivamente,
um limite inferior e um limite superior para a solicitagdo de colapso plastico,
pode demonstrar-se que o valor desta solicitacio & Gnico, e enunciar-se ©
seguinte teorema de unicidade:

e o

«Se, para uma dada estrutura e para uma dada solicitagio, se pode
obter uma distribuicio estiticamente admissivel (no sentido anteriormente
definido) de momentos flectores; se, nesta distribuicio, o momento & igual
a0 momento pldstico em nimero suficiente de seccdes para causar a rotura
da estrutura pela formagio dum mecanismo devido 2 rotagio de rétulas
pldsticas nessas sec¢Oes, e possui em cada rétula o sinal necessirio para rea-

lizar efectivamente esse mecanismo, entio a solicitacio considerada corres-
ponde a solicitagio de roturay.

De acordo com este teorema, para confirmar se um dado mecanismo
de rotura é o verdadeiro, basta construir o diagrama de momentos corres-
pondente e verificar se ele é admissivel, ou seja, se em todas as seccdes
¢ M= M,

Dos métodos de cilculo baseados nestes teoremas, convém distinguir
entre os que se adequam 4 anilise de estruturas hiperestiticas simples, tais
como vigas continuas e pérticos simples, e os métodos de Ambito mais geral,
convenientes para os sistemas complexos.

Com efeito, os primeiros nio convém senio quando as distribuicdes
possiveis de rétulas plisticas sio em pequeno niimero, em que podem ser
estudadas, sucessivamente, todas as configuragbes possiveis de rotura para
determinar a solugio efectiva. Estio nestas condicdes o método cinematico
e 0 método estitico, que serdo tratados em 3.2.1 e 3.2.2, ilustrados com
alguns exemplos.

Dentre os métodos gerais, necessirios para a andlise de estruturas com-
plexas, em que ndo ¢ ji pratico ou exequivel estudar todos os modos de ruina
possiveis, e que permitem obter de modo sistemitico — ou mesmo auto-
matico — a solugdo, podem citar-se: o método por combinagio de mecanis-
mos, devido a Neal e Symonds, o método por distribuicio de momentos
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| residuais, de Heyman, e o método, baseado directamente na aplicagdo do
1 teorema estitico, formulado em termos de programagdo linear. A descri¢do
destes métodos pode ser encontrada na bibliografia especializada.

3.2.1 Método cinematico

|
1 O método cinematico de determinacio da solicitagio de rotura consiste
em considerar sucessivamente todos os mecanismos de ruina possiveis; deter- |
« . .. ~ 5 ~ -
minar a solicitacio correspondente A formagdo de cada um destes mecanismos |

por condiges de equilibrio e compatibilidade cinemdtica através da apli-
cacio do teorema dos trabalhos virtuais; de acordo com o teorema cinema-
1 tico, a verdadeira solicitagio de rotura é a menor das solicitagOes obtidas.

Para confirmar que nio ficou por considerar algum dos mecanismos
possiveis, traca-se o diagrama de momentos que corresponde a0 mecanismo
1 escolhido, e verifica-se se este diagrama é estiticamente admissivel (no sen-
tido anteriormente definido); se assim é, a solicitagdo correspondente € a
verdadeira de rotura, em virtude do teorema de unicidade.

Recorde-se ainda o enunciado do teorema dos trabalhos virtuais:
«Se uma estrutura deformavel, em equilibrio sob o efeito de um Sis-

+ & » . i " #

tema de forcas exteriores, é submetida a uma deformagio virtual compativel
* com as suas ligacdes, o trabalho das forgas exteriores durante a deformagao
. é igual ao trabalho das forgas interioresy.

No presente contexto, o teorema serd aplicado para a determinagdo da
solicitacio de rotura de estruturas reticuladas planas, tomando-se como defor-
magio virtual a deformagio de grandeza arbitriria que sofre o sistema em
vias de colapso sob carga constante. Nesta deformagio, as deformagdes elas-
ticas do sistema ndo variam; como sio muito pequenas, ndo modificam a
forma inicial do sistema senio de modo desprezivel, podendo considerar-se
que as barras se comportam como bielas indeforméveis articuladas entre si
nas rétulas plésticas. Segue-se que o trabalho das forgas interiores se reduz
ao trabalho absorvido nas rotacdes finitas 0; (j = 1,2, ..., m) que se verifi-
cam nas m rétulas plasticas para os momentos M,; que provocam tais rota-
cdes. Sendo P, (i = 1,2, ..., k) as forgas exteriores que actuam no sistema
e 8, os deslocamentos dos seus pontos de aplicagio, o teorema dos traba-

lhos virtuais exprime-se portanto pela expressao

 — %

k 7
z Pi Ei = f"{pj Bj‘

| =1 1

91




MANUAL DE BETAO ARMADO

Observe-se ainda que, numa barra de secgio uniforme, nio podem
ocorrer rétulas plasticas ao longo da barra sendo quando esta estd carregada
por forcas transversais ao seu eixo; e, se estas forgas sio concentradas, as
rotulas que eventualmente se formem sdo necessiriamente situadas nas

|

1

secgbes de aplicagdo de tais forgas. As secgGes de apoio sdo também possiveis 1

locais de formagio de rétulas plésticas. |

‘ %pfesentam-se seguidamente alguns exemplos de aplicagdo do método +
cinematico.

4

Exemplo 1 ‘

Seja a viga biencastrada representada na figura V —24, de seccdo uni- |

forme, solicitada por uma carga concentrada ao tergo do vio. O momento
de plastificagio da secgdo é =+ M,.

A e : ‘
. .

b

b)

—

Pt

|

!
[
|
L

O sistema é duas vezes hiperestitico e a sua ruina completa exige a
formagdo de 3 rétulas pldsticas que ndo podem estar situadas senio nas

secgoes A, B e C. O mecanismo correspondente esti representado na
92
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' figura V-2b e a equagio resultante da aplicagdo do teorema dos trabalhos

virtuais sera

]
1 PB—=MPB+MP-B—+MF 30
3 2 2
1
1: donde
4 P oM,
/

O diagrama de momentos est4 indicado na figura V—2¢, Como é esti-
ticamente admissivel, isto é, estd em equilibrio com a solicitaciio e nio excede
L -~ e ’ .

em nenhuma secgdo o momento pléstico, a carga calculada é a verdadeira,

em virtude do teorema de unicidade,

’ Exemplo II

Considere-se a viga continua, de dois tramos iguais, representada na
figura V —34, submetida i accio de duas cargas concentradas com as inten-
' sidades e localizagbes indicadas. Determinar o valor de P para o qual se
dd o colapso, admitindo que o momento de plastificagio é constante e igual

a £ M, em todas as secces da viga.

A estrutura é uma vez hiperestitica, sendo necessiria a formagio de
duas rétulas plasticas para a transformar num mecanismo. Os dois meca.

nismos possiveis estio indicados nas figuras V—354 e 3.
As cargas de rotura correspondentes serio, aplicando o teorema dos

trabalhos virtuais:

— Para o mecanismo !:r):

| l
3PTB+2P—;B=M;:B+2MFB

€, portanto,

P

P=1,72
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Fic. V-3

+1,39Mp
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— Para o mecanismo r:):

}
3P%IB+2P—ZB= AIM B +4M,0

donde
M,

P =215
/

Como se verifica, 0 mecanismo 4) é o que conduz ao menor valor da
carga, pelo que, em virtude do teorema cinematico, corresponde ao modo

efectivo de ruina. _
Para verificagdo, tracem-se os diagramas de momentos correspondentes

aquelas configuragbes. Tem-se:

M.E:_Mp

1
4 16 8

M 2 1
Mp=~—2 43P " J42pP " ]
2 16 4

: , M
— Para o mecanismo b), em que é P = 1,72 1,, :

M¢=(-075 4+ 0,97 + 043) M, = + 0,65 M,

My = (- 0,50 + 0,64 + 0,86) M, = + 1,00 M,

M,

— Para o mecanismo ¢), com P = 2,15-—;—-:

Me=(-0,75 + 1,21 + 0,54) M, = + 1,00 M,

Mﬂ = (—- 0,50 + 0,81 + 1,03) M = + I,E-QMP ~> Mp

Estes diagramas estdo representados nas figuras V—34 e 3e. Verifica-se

que o primeiro € estaticamente admissivel, o que confirma o modo 4) como
modo real de rotura, em virtude do teorema de unicidade. Como se vé, o
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e pg—

diagrama de momentos correspondente ao mecanismo ¢) ndo é estitica-
mente admissivel, pois o momento flector excede na seccio D o valor do
momento de plastificagio M.,

il

I S—

Exemplo III )

Considere-se o pértico representado na figura V—44, solicitado por
duas forcas, uma vertical e outra horizontal, de iguais valores. Todas as )
barras possuem a mesma Eﬁigﬁﬂ, caracterizada pelo momento plastico + M,
Determinar o valor de P que corresponde i rotura.

lP
‘p 2 4 ’
e E_‘________i ________ _1 - - ;
| | EE
a 1
i
a i ’ b
) |: l=2h 1! ) ',H ' .
1 o '-‘ -
e %m-ﬁ- el ) ﬁm
. ‘ ¥

Fic. V-4

O sistema é trés vezes hiperestitico, de modo que a sua ruina completa
exige a formagio de quatro rétulas plasticas. Entre os pontos 1, 2, 3, 4 e 5
o momento flector varia linearmente, do que resulta que as rétulas so se
podem formar naqueles pontos. Se ndo se forma rétula em 1, também nio
se formard em 5 e 0 mecanismo possivel é o representado na figura V - 45,
que se chama um mecanismo de yiga; como sb contém trés rbtulas, é um
mecanismo de rotura parcial. Se se formam rétulas em 1 e 5, as duas res-
tantes podem situar-se em 2 e 4 ou em 3 e 4, figuras V—4c e 44. Ao pri-
meiro mecanismo € habitual chamar-se mecanismo de painel.
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Aplicando o teorema dos trabalhos virtuais, obtém-se as seguintes

equagoes:

— Para o mecanismo E;):

Pt g—ame
2
donde
,_ 8 M,

— Para o mecanismo 5):

PhO=4M,0

donde

P = = M, . em virtude de ser / = 25

—Para o mecanismo d):

F}JB+P—IB==MI,{B+ZB +20+0)
2
donde
P 6 M, _ 6 M,
{
b+-—L
2

De acordo com o teorema cinemético, é a0 modo &) que corresponde
a carga de rotura efectiva, pois que é a menor das cargas obtidas. Para outras
relacies entre / e b, pode ser um dos outros mecanismos o que corresponde
i rotura: assim, para / = A, o mecanismo serd, indiferentemente, o ¢) ou o

d); para ! = 4 b, ocorrerd o mecanismo &) ou o 4).
Para verificar se a solugdo obtida anteriormente é correcta, trace-se O

diagrama de momentos flectores.
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Tem-se, para a travessa do portico,

O equilibrio de translagio horizontal exige que seja

MI_MI " MS—M-:I.
b ' b

= P

Substituindo o valor de P e fazendo M, = M, = — Mp e M, = M, =
= M,, obtém-se M, = 0.

O diagrama de momentos est representado na figura V -5, sendo, como
se V&, estaticamente admissivel (convencio de sinais: M(+) quando trac-
cona a face indicada a linha interrompida). Em virtude do teorema de

unicidade, a solugio P = -Gi{’;é portanto correcta.
J

Fic. V-5

Para estruturas reticuladas complexas, a aplicagio do método cinemé-
tico pode ser sistematizada através do processo particular conhecido por mé-
todo de combina¢io de mecanismos. Consiste este método, essencialmente,
em considerar todos os mecanismos simples independentes (dos tipos de viga
ou de painel) e, a partir destes, por combinagdo criteriosa e ordenada,
obter todos os mecanismos possiveis de colapso e respectivas forcas, das
quais a menor corresponde i solugio.
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3.2.2 Método estatico

O método estatico de determinagdo da solicitagdo de rotura consiste em
obter um diagrama de momentos estaticamente admissivel e ao qual corres-
ponda atingir-se o valor do momento pldstico em namero suficiente de
secgoes para que se forme um mecanismo.

O processo operatdrio, semigrafico, que a seguir se apresenta, aplicavel
ficilmente a estruturas simples, tais como vigas continuas e pOrticos arti-
culados na base dos montantes, permite obter uma compreensdo clara do
método, o qual se aplicard em seguida a resolugio de um exemplo.

Procede-se como se indica seguidamente:

— escolhem-se as incOgnitas hiperestaticas;

— determina-se o diagrama de momentos para o sistema isostitico de
referéncia, ou SE}a o sistema real modificado por supressio das ligacOes
correspondentes ds incognitas escolhidas;

< — determina-se o diagrama de momentos correspondente a actuagido das

incOgnitas hiperestaticas no sistema de referéncia;

/, —obtém-se o diagrama real por adigio dos dois diagramas anteriores,
e regula-se o valor das incOgnitas hiperestiticas de modo a obter-se M = M,
num namero suficiente de secgbes para formar um mecanismo;

— desenha-se 0 esquema do mecanismo em questan e verifica-se se 0s

momentos do diagrama resultante tém sinais compativeis com as rotagdes
do mecanismo.

Como exemplo, retome-se o caso da viga continua anteriormente con-
siderado. Escolha-se para incognita hiperestatica o valor do momento em B.
Na figura V — 6z estd representado o diagrama dos momentos isostaticos M,.

Com efeito, nessa hipétese é:

/ 1
i 16 8 16
2 14
i 16 4 16

O diagrama de momentos hiperestiticos tem a configuragdo indicada
na figura V—-65. Em ¢) estio adicionados os dois diagramas e ajustado o
valor do momento em B de modo a obter-se o diagrama tracejado, a que
corresponde um mecanismo com rétulas em B e D, desde que seja

—Mﬂﬂmﬂ——“ﬂ'{p.
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Da figura, tem-se, portanto

M 14
-Mg=Mp= - — 4+ Pl=M,
2 16

donde
M,
/

P=1,72

valor que coincide com o anteriormente determinado.

, B C D E
T
a) [
13 14
AT
"-lq_._l__-__-l-
Mg

b)

Fic. V-6

Este método & especialmente Gt no caso da actuagio de cargas distri-

buidas, em que a aplicagio do método cinemético exigiria sucessivos arbi-
trios de posi¢io das rbtulas.

O método s6 se adequa bem ao estudo de estruturas cuja ruina seja
completa. Com efeito, se 0 modo de ruina é parcial, permanece uma parte
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da estrutura ndo afectada pelo mecanismo de ruina; entao, embora o tragado
do diagrama de momentos na parte transformada em mecanismo seja sim-
ples, o seu tracado, na parte que permanece hiperestatica, envolve as inerentes
dificuldades.

Para estruturas complexas, existem, como se disse, métodos especiais
baseados no teorema estitico, dos quais os mais importantes sio o método
por distribuicio de momentos residuais e o método que traduz o teorema
em termos de programagio linear. Este Gltimo fornece solugBes exactas, de
modo automdtico, em computador, conduzindo directamente a0 mecanismo
real de rotura; o primeiro é um método de aproximagdes sucessivas.

Deve notar-se que, enquanto os métodos baseados no teorema cinema-
tico exigem a consideragio exaustiva de todas as configuragbes possiveis de
ruina para de entre elas escolher a que corresponde i menor carga, os mé-
todos baseados no teorema estitico — dado que fornecem solugbes do lado
da seguranca — podem ser métodos aproximados.

Conforme foi anteriormente referido, a aplicagio do método de célculo
plastico as estruturas de betio armado estd sujeita as limitagSes decorrentes
de as suas hipéteses fundamentais ndo terem contrapartida real no compor-
tamento das seccbes dos elementos daquele material. Admite o REBA, no
entanto, a sua utilizacio, ainda que com algumas reservas, no caso da
actuacio das combinagdes de solicitacbes do tipo 11, em face da simplicidade
de que se reveste essa aplicagao.

Dado que estas combinagdes de solicitagdes compreendem as acgoes do
vento excepcional e dos sismos, é usual, nas estruturas reticuladas correntes,
considerar a formagio de rétulas pldsticas nas secgoes da base e da cabega
dos pilares (mecanismos de painel, figura V —4c); é assim possivel calcular,
por simples condigdes de equilibrio, o valor a atribuir aos momentos de
plastificacio dessas secgOes para que a estrutura, realizando tais mecanismos,
equilibre as forcas actuantes em cada andar.

No entanto, é necessirio atender a que o diagrama de momentos resul-
tante em toda a estrutura (em particular, nas vigas) seja estaticamente
admissivel, isto é que em nenhuma secgio seja ultrapassado o momento de
plastificagio respectivo, ou, ainda, por outras palavras, ¢ necessirio dispor
as armaduras de todas as outras seccdes, além daquelas em que se situam
as rotulas, de modo a que resistam iquele diagrama de momentos.

Note-se ainda que, para minorar os inconvenientes da aplicagio do
método de calculo pléstico s estruturas de betdo armado — especialmente
os resultantes da reduzida capacidade de deformagio plastica das seccoes —,
especifica 0 REBA que, na atribuigio dos momentos plasticos as diferentes
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rétulas, ndo se adoptem valores cuja relagio difira muito da correspondente
ao comportamento eldstico da estrutura. Deste modo, no caso das estru-
turas reticuladas correntes, a atribuigdo dos momentos resistentes das seccbes
em que se situam as rétulas plasticas ndo deve diferir excessivamente da
distribuicdo que resultaria do cilculo elstico.

8.8 Cdlculo ndo linear. Coeficientes de redistribuicio

O método de cilculo ndo linear permite, como foi dito, considerar as
relagbes ndo lineares entre os esforcos e as deformacdes das seccdes dos
elementos de betio armado, traduzidas pelos correspondentes diagramas
momentos-curvaturas, € analisar o comportamento das estruturas a medida
que aumenta a intensidade das solicitagGes.

Foi desenvolvido no LNEC um método de célculo que resulta da gene-
ralizagio do método de cilculo eldstico de modo a poder também tratar os
problemas nio lineares em que a nédo linearidade provém do comportamento
mecénico dos materiais. Descreve-se a seguir, sucintamente, em que consiste
o método.

Como se sabe, no método dos deslocamentos aplicado ao comporta-
mento eldstico, as propriedades mecdnicas dos materiais sio consideradas
constantes e sio traduzidas sOmente na matriz rigidez por intermédio das
constantes elasticas. Para tomar em consideracio a ndo linearidade, basta
que os elementos da matriz rigidez, em vez de serem constantes, variem
convenientemente em fungio dos valores dos esforcos que actuam nas barras
da estrutura. No entanto, visto que, para uma dada solicitagio, ndo se
conhecem os valores dos esfor¢os nas barras, ndo é possivel calcular directa-
mente os valores dos elementos da matriz rigidez. Porém, o problema pode
ser resolvido por um método iterativo: arbitrado um sistema de esforgos,
calculam-se, para esses esforcos, os elementos da matriz rigidez; resolve-se
a estrutura, e assim se calcula um novo sistema de esfor¢os que pode ser
comparado com o anterior; este ciclo é sucessivamente repetido até que os
esforgos iniciais de cada ciclo difiram suficientemente pouco dos esforcos
finais. Nessas condi¢des, os valores dos elementos da matriz serio os
correctos.

Obtém-se assim a descrigdo, 4 medida que aumenta a intensidade das
solicitagbes, do comportamento das estruturas, traduzido pela distribuigio
dos esforcos nas barras e pelas deformagdes correspondentes.

Este método foi programado para computador e permite analisar estru-
turas reticuladas planas de forma qualquer, constituidas por barras rectas de
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4.2 Cdlculo pldstico. Método das linhas de rotura

No método das linhas de rotura admite-se que ocorrem na laje defor-
magdes plasticas ao longo de linhas de rotura (ou charneiras plasticas) nas
quais o momento flector iguala o momento de plastificacio da laje. Esta
fica assim subdividida em partes rigidas, planas, articuladas entre si nas linhas
de rotura que sdo, em consequéncia, linhas rectas; ocorre o colapso quando
se forma um sistema de linhas de rotura que transforma a laje num meca-
nismo deformdvel sob carga constante. As deformacBes resultam apenas das
rotagGes das diferentes partes rigidas em torno de eixos de rotagio compa-
tiveis com as condigdes de apoio, e a superficie deformada tem configuragio
k poliédrica.,

O método das linhas de rotura baseia-se na aplicagdo do teorema cine-
matico (ou do limite superior) do cilculo plastico, conduzindo portanto, para

ﬂ uma dada laje, a uma carga que é superior ou, quando muito, igual A carga
de colapso efectiva.

Para assegurar que o mecanismo adoptado é o exacto, é necessirio poder
determinar para a laje um campo de momentos estaticamente admissivel que
conduza 4 mesma carga de colapso: s6 nesse caso é possivel afirmar, com
base no teorema de unicidade, que aquela carga é a carga de colapso efectiva.
Actualmente ndo se dispGe senio de um pequeno nimero de solucbes cuja
validade tenha sido demonstrada por este critério, e sio correspondentes ape-
nas as formas mais simples de lajes.

A aplicabilidade do método das linhas de rotura is lajes de betdo armado
pressupoe a satisfacdo das seguintes hipdteses:

—rigidez perfeita dos apoios das lajes: a teoria ndo esti ainda gene-
ralizada ao caso de lajes apoiadas em vigas, considerando a deformabilidade
destas (interacgdo laje-viga);

— cedéncia das armaduras, ao longo das linhas de rotura: a teoria s6
¢ aplicivel para percentagens de armadura suficientemente baixas para que
nio se verifique rotura pelo betdo antes de se terem formado as linhas de
rotura; com efeito, sdmente deste modo se pode considerar assimildvel o
comportamento das secgbes ao comportamento plastico perfeito;

—ndo € considerada a ocorréncia de rotura por esfor¢o transverso; ha
que fazer, portanto, verificagbes complementares da resisténcia a0 pungoa-
mento nos casos de actuagdo de cargas concentradas ou de lajes apoiadas
sobre pilares isolados, ou ainda utilizar disposigdes construtivas adequadas
que eliminem aquele risco.

%
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Compreende-se portanto que a aplicagio do método das linhas de rotura |
exija um conhecimento aprofundado dos problemas a ele inerentes, os quais

sio objecto ainda de investigacio fundamental, e deva ser feita com muita
prudéncia. Esta recomendagio é, alids, referida no REBA: por seu lado, o
C. E. B. apresenta nas suas Recomendacbes Praticas todas as reservas indicadas,

' : ; . . \ »
€ continua a orientar intensos trabalhos de pesquisa neste dominio, com vista

a tornar possivel o enunciado de regras de cilculo objectivas e facilmente )
acessiveis aos projectistas.

A breve exposi¢io dos fundamentos do método e as aplicagbes que em
seguida sdo apresentadas pretendem apenas dar uma ideia geral sobre o
assunto e servir de introdugiq ao seu estudo mais aprofundado.

1.2.1 Lajes isétropas

s & W .pu - . 2 e

Como critério de plastificagdo das lajes, considera-se que o momento
flector numa linha de rotura — momento plédstico 7, — atravessada por
um sistema de armaduras composto de vardes dispostos nas direccoes

1, 2, ... 1 .. 1, as quais correspondem os momentos de plastificagio

mplj mpz - mp{ LA ] mp,r: tEm {} vﬂ-lDr

-

-

My, = zr My cos® &,
r=1
em que &, € o dngulo entre a direcgio correspondente a0 momento 72,; € a
linha de rotura, e os momentos sio referidos i unidade de comprimento.
Um tal sistema de armaduras denomina-se, em geral, anisétropo; ity
no caso particular de sé existirem vardes em duas direc¢bes ortogonais, o
sistema designa-se ortétropo; se, ainda, os momentos de plastificagao do |
sistema ortétropo sao iguais nas duas direccbes, o sistema resulta isétropo.
Assim, no caso da ortotropia, se forem m,, o momento de plastificagao

. . C (1] x
na direccdo a e @ m,, 0 momento na direccio a + -E , 0 momento de plas-

tificagio na linha de rotura que faga com a direcgio a o ingulo @ serd ,
dado por

m,=m (cos® & + qsen® F) °

expressao que, no caso da isotropia, em que é @ = 1, se reduz a m,o= M,;

ou seja, nesse caso, qualquer que seja a orientacio da linha de rotura, o
momento de plastificagio é constante.
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g=2-14+0=

g2 Pilar (apoio pontual)
Bordo livre
A7 Apoio simples
XXIEESR Apoio de encastramento

Eixo de rotagac

Linha de rotura

ESFORCOS DE CALCULO

gq=3-1+0=2

=3-1+2=4

q:numero de pardmetros geométricos do
mecanismo

n:numero de elementos rigidos

rigrau de indeterminacio dos eixos de
rotagao

Fic. V-8
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O método das linhas de rotura é formulado para as lajes isétropas sim-
plesmente apoiadas ao longo dos bordos ou em suportes pontuais; os casos

—

!
das lajes ortétropas e anisétropas e das lajes com apoios de encastramento |
sdo considerados por intermédio de artificios de afinidade para o primeiro s
Cﬂﬁﬂ- I

»

A ptimeira operagio para a aplicagdo do método consiste em detes-
minar os diferentes tipos de mecanismo possiveis, tendo em conta a forma
da laje, as condigGes de apoio, o tipo de carga e a disposi¢io da armadura.
Cada tipo de mecanismo deve ainda ser compativel com as ligacdes. Definem-
-S€ assim uma ou mais familias de mecanismos possiveis, dependendo cada
familia de certo niimero de parametros geométricos x,, X, ... x, (fig. V - 8). ¢

Para o arbitrio dos mecanismos, uma regra pode enunciar-se: a linha
de articulagio entre duas partes rigidas da laje passa pelo ponto de intersec-
¢do dos respectivos eixos de rotagio. Por exemplo, numa laje simplesmente
apoiada, os eixos de rotagio coincidem com as linhas de apoio; numa parte
de laje apoiada sobre um pilar, o eixo de rotacio respectivo passa pelo pilar.

Em' certos casos simples, a aplicagio desta regra define completamente o
mecanismo de rotura.

A segunda operagiio consiste em procurar para cada familia de meca-
nismos assim definidos o que conduz 2 carga limite P de menor valor, a qual
corresponderd a valotes particulares dos parimetros geométricos x,, x, ... x,.

Para isso, exprimem-se as condicdes de equilibrio dos diferentes elementos
rigidos que constituem o mecanismo.

Dois_processos podem ser aplicados. O primeiro consiste em exprimir
as condigdes de equilibrio de forma global para o conjunto da laje por apli-
cagdo do teorema dos trabalhos virtuais: obtém-se assim a carga P sob a
forma de uma fungio dos ¢ pardmetros geométricos do mecanismo e do valor
do momento de plastificagio m,; determinam-se seguidamente os valores
dos ¢ pardmetros que conduzem a0 minimo daquela fungio P (x,, x, ... x,, m,);
substituindo estes valores dos parimetros na funcio, obtém-se a relacdo entre
P e m, procurada como solugio do problema para cada familia de mecanismos.

O segundo processo consiste em exprimir as condicbes de equilibrio
_sepatadamente para cada um dos » elementos rigidos que constituem o
mecanismo €, do mesmo modo, em fungio de parimetros geométricos. Este
procedimento exige ter em conta nas equacdes de equilibrio de cada elemento
as Jorcas modais, forgas ficticias que sio estiticamente equivalentes aos
esforgos transversos e 20s momentos torsores que actuam nas linhas de rotura,

Uma vez obtidas cada uma das cargas que correspondem a0 mecanismo
de carga minima de cada familia de mecanismos considerada, adopta-se a

menor carga do conjunto dos resultados. Sendo no entanto esta solugdo, como

-
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se referiu, resultante da aplicagio do teorema cinematico do cilculo plastico,
tem valor superior ou, quando muito, igual ao valor efectivo da carga de

colapso da laje.

No que anteriormente foi dito, pressupoe-se o conhecimento do valor

de m,, fixado a priori; o problema tem formulagio totalmente equivalente
a apresentada fixando a carga P e procurando o valor dos pardmetros que
que maximizam a fungio m, (x,, x, ... x,, P).

Antes de prosseguir, observe-se que os esforcos actuantes nas linhas de
rotura sao:

—um momento flector constante 2, representado por um vector para-
lelo 4 linha de rotura, com o sentido correspondente ao sinal do momento;

— esfor¢os transversos:
— momentos de tor¢io.

Os esforgos transversos e os momentos de tor¢io sio geralmente con-
siderados no seu conjunto, para efeitos da formulagio das condicBes de equi-

librio de cada parte da laje, como equivalentes a forcas concentradas trans-
versais ao plano da laje e aplicadas nas extremidades das linhas de rotura;

estas forcas sio, como se disse, designadas forgas nodais.
Pode ser demonstrado que:

—num n6 onde se intersectam linhas de rotura todas do mesmo sinal,

as forgas nodais sio iguais a zero;

—num nd onde convergem linhas de rotura de sinais contrérios, ndo

podem existir linhas de rotura em mais de trés direccdes diferentes.

Prova-se também que os valores das forcas nodais podem, em alguns
casos, ser facilmente relacionados com os valores dos momentos de plasti-

ficagdo nas linhas de rotura; indicam-se na figura V -9 alguns casos em que

isso se verifica.

e -

Para a formulagio das condicdes de equilibrio do mecanismo, necessirias
a resolugdo do problema, cada parte da laje limitada pelos apoios e pelas
linhas de rotura estard portanto submetida is acgbes da parte da carga exte-
rior nela actuante p, dos momentos nas linhas de rotura m,, das forgcas
nodais Q e das reacgdes de apoio R.

Para exprimir a condigio de equilibrio do mecanismo por aplicacdo do
teorema dos trabalhos virtuais, impde-se um deslocamento virtual ao meca-
nismo, compativel com as suas ligagdes, e igualam-se os trabalhos produzidos
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pelas forcas exteriores e pelas forgas interiores para o deslocamento consi-
derado. Ter-se-4, em geral:

Zffpzdxdy + LP;8; = X (m, 0;)

em que Os somatdrios se referem a cada parte de laje separada pelas linhas
de rotura, p é a carga distribuida aplicada, z é o deslocamento virtual do

CIA = +m'p cotg Q
QB= - n"r';:I gotg @

Bordo livre

)
=
C
.:; GA= -{I‘T‘Ip-'l'-m'p} :ntg a
=] - ¥
E GB- +[mP+mFl tﬂtgﬂ
= |
® 9
el
= :
m
E Q#= = l"l"lp cotg @ -
2 Qg=+mpcotg @
o
L*
L
s ]
m
8 Q (+): actua de baixo para cima.
Fic. V-9

ponto de coordenadas (x, y), P, é uma carga concentrada, 8, é o desloca-
mento do seu ponto de aplicagdo, m,; é o momento de plastificacio numa
linha de rotura, por unidade de comprimento, e 0, é a rotagido correspon-
dente ao deslocamento virtual considerado. Observe-se que o trabalho
m,; 9, relativo a cada parte da laje pode ser calculado decompondo o mo-
mento 72,, segundo as direc¢Oes correspondentes a dois eixos de rotacio

concorrentes (A, B), multiplicando a rotagio em cada eixo pela projecgio
do momento sobre ele, ou seja:

myi 0 = m, 0,+ mp 0y
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Apresentam-se, seguidamente, alguns exemplos simples de aplicagao
do método das linhas de rotura a lajes isétropas simplesmente apoiadas.
Os problemas sao formulados em termos de achar a relagio entre o mo-
mento 7, nas linhas de rotura e a carga de colapso da laje. Note-se ainda
que os momentos 2, sio referidos & unidade de comprimento da linha de

rotura.

Exemplo 1

Para uma laje quadrada, simplesmente apoiada nos quatro bordos, is6-
tropa (fig. V - 10), submetida a uma carga uniformemente distribuida, detet-
minar a relacdo entre o momento de

plastificacdio 7, e a carga de colapso.

+
77

b

As linhas de rotura coincidem com
as diagonais da laje. As forgcas nodais
sao iguais a zero no nd N.

Exprimindo o equilibrio de uma
parte da laje, tomando momentos em
relacio ao bordo, tem-se:

pa  a

SORRORRRRRRRRRRRARNNNAANNN JF

+
b
E:
Il
X

donde

a®
2
24

A solugio foi encontrada por uma simples condi¢io de equilibrio de
esforcos. Pode também exprimir-se o equilibrio pelo teorema dos trabalhos

virtuais.
Para um deslocamento virtual z = 1 no né N, a rotagdo de cada parte
da laje em torno do respectivo bordo serd

1 2

'Bn= =

a a
2
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-

O trabalho das forcas interiores vale, portanto '
my, a0, =2m,

O trabalho das forgas exteriores para o deslocamento virtual é igual

ao trabalho realizado pela resultante da forga distribuida no deslocamento
do seu ponto de aplicacio, ou seja

pa 1
e —
4 3

Jres—
A mditi——

*

Igualando os trabalhos, tem-se

p & P
12 24 | 1

Exemplo II

Laje quadrada, isétropa, apoiada nos quatro vértices (fig. V- 11)
sujeita a uma carga uniformemente distribuida.

Os eixos de rotagio do mecanismo passam pelos apoios e fazem um
angulo de 45° com os lados da laje; as linhas de rotura sio portanto
as representadas na figura.
As forcas nodais sio nulas no
ponto de cruzamento das linhas
de rotura, bem como nas suas
extremidades (nos bordos li-
vres). Com efeito, é a = 90°
€ portanto Q = m, cotg a = 0.

Exprimindo o equilibrio de
uma das partes da laje por
uma equagao de momentos em
relagdo ao bordo, tem-se:

a P a2 a
2 4 4
€, portanto,
‘:?
?Hp = P
Fie. V-11 8
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Exemplo 111

Laje triangular, isétropa, simplesmente apoiada em dois bordos e livre
no terceiro (fig. V—12), sujeita a uma carga uniformemente distribuida.

O mecanismo de rotura é o indi-

cado na figura. Como a = 90°, na

T extremidade da linha de rotura as fot-
¢as nodais sdo nulas.

A equagio de equilibrio é

a pa& a
—m, = ¥ —
. 2 4 G
| ﬂl'w'
—‘r— -
* a ‘{_ dﬂﬂdfi‘
Fic. V-12 a’
G mp = _PI___-
12
Exemplo IV

Laje quadrada, isétropa, simplesmente apoiada em trés bordos e livre
no quarto bordo (fig. V —13), sujeita a uma carga uniformemente distribuida.

O mecanismo de rotura tem a con-
42 - figuracdo indicada na figura, depen-
dendo a sua completa defini¢io de um
parimetro, a ordenada x.

Ha que procurar, portanto, o valor
do parametro x que conduz ao minimo
da fungio p(x, m,). Conhecido o valor
de x fica definido o mecanismo e obtém-
-se entdo a relagdo entre m, e a carga
de colapso.

A resolucao do problema serd feita
exprimindo as condi¢des de equilibrio
por meio do teorema dos trabalhos

virtuais.

t

_* a
r—
0,
SO R SRR RS R R RS S S S
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Se for dado um deslocamento virtual 2 = 1 no né N, as rotagdes das
partes da laje nos eixos de rotagdo respectivos serdo:

1 2 1

u=—="— ; O5=—
d @ X
2

Os trabalhos virtuais das forgas interiores sao:

2
Parte A My x @ X — = 2m,
a
1  mya
Parte B mix ax — =
X X

Ao conjunto da laje corresponde portanto o trabalho total das forcas
interiores

My, a d
Exzmp+ = m, 4 4 —
X X

Os trabalhos virtuais das forcas exteriores sio:

Parte A P[(ﬂ—x}ix-l—+-l—x_xixi:|=p# (dw—z-x)

2 2 2 2 3

ax 1 pax

Parte B p x % -
2 3 6

Ao conjunto da laje corresponde portanto o trabalho total das forgas

exteriores
pa [ 2 pax pa 1
a——x | + =—[2—-— —x
2 ( 3 6 2 3

Exprimindo a igualdade dos trabalhos, tem-se

mp(4+i)= pa (ﬁ-—i:r)
X 2 3
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donde a relagdo

1

ax — — X2
a 3 a
my, = X =p— x f(x)
g’ Pz dx +a Pz

O valor de x que define o0 mecanismo que conduz ao menor valor de p
serd 0 mesmo que conduz ao valor miximo da fungio

1
ax — — x2
3
X) =
K 4%+ a

Fazendo f'(x) = 0, tem-se

2 x2
4 — —X dx+a)l—|ax——]) x4
3 3

fe) = =0
(4 x + a)?
ou
ax 3 2
x2 + ——a*=0 , donde x=—
2 4 1,54

Substituindo este valor na expressio anteriormente deduzida, obtém-se,
para solugio do problema,

4,22 Lajes ortotropas

A aplicagio do método das linhas de rotura s lajes armadas diferen-
temente em duas direccBes ortogonais pode ser efectuada por meio de um

artificio de afinidade geométrica com uma laje isdtropa.
De facto, prova-se que uma laje ortétropa, caracterizada por momentos

de plastificagio (mp, — m'y) e (om,, — @m’,) em duas direccbes ortogonais
x e y, é equivalente a uma laje isétropa, caracterizada pelos momentos
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(m», —m’,), em que a dimensdo segundo a direccio x & igual A correspon-
dente da laje ortétropa, e a dimensio segundo a direccio y ¢ igual ao pro-

. ; . , 1 .

duto da dimensdo correspondente da laje ortétropa por = Nesta laje
P

afim, as cargas uniformemente distribuidas nio sio alteradas; a carga total

€ as cargas concentradas devem ser multiplicadas por —— .
Vo
Exemplifica-se seguidamente a aplicacio desta afinidade.

Exemplo V

Seja a laje indicada na figura V — 14, com as dimensdes de 5,50 x 6,60 m,
armada nas direcgdes x e y de tal modo que os respectivos momentos de
plastificagio estdo na relagio de 1 para 2; a carga aplicada é uniformemente

X
= P =1

470 m
DR

660 m

"

—

A E AT ST P o
L 550 m
1 —-f"

Fic. V-14

distribuida. Determinar as relages entre os momentos de plastificacio nas
duas direc¢bes e a carga de colapso da laje.

Pela condicio de afinidade, serd calculada a laje isétropa em que a
dimensdo x € igual a 5,50m € a dimensio y é reduzida na proporgio de

1 . :
——, Ou seja, tem O comprimento

Vo
6,60

V2

= 4,70 m
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Procedendo ao cilculo desta laje is6tropa tal como foi indicado no
exemplo IV, obter-se-ia x, = 3,20m e a relagio entre 0 momento 7, € a

carga p de colapso seria
my, = 1,71 p

Ter-se-iam, portanto, na laje ortétropa, as seguintes relagGes:

na direccdo x Mpe = 1,71 p
na direc¢do y My =2x 1,71 p =3,42p

42.3 Lajes com apoios de encastramento

O cilculo das lajes encastradas pode ser feito estabelecendo uma afini-

dade com as lajes simplesmente apoiadas.
Demonstra-se que a solugio pldstica de uma laje encastrada é

lente 4 de uma laje simplesmente apoiada com as dimensdes dependentes do

grau de encastramento atribuido aos apoios.
Suponha-se, por exemplo, a laje indicada na figura V — 15, encastrada nos

quatro lados.

equiva-

Designem-se por ,, ¢,, €, € ¢, 0s graus de encastramento sobre os quatto
lados, definidos como relagGes entre os momentos de plastificagio negativos

e o momento de plastificagdo positivo.
Tem-se, portanto:
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Se a laje fosse simplesmente apoiada nos quatro bordos, a relagio entre

O momento m, e a carga uniformemente distribuida de colapso seria
expressa por

ab

d b
8|1+ — 4+ —

como se poderia verificar por aplicagio do exposto em 4.2.2.

my, =p

A solugdo da laje encastrada é equivalente 4 de uma laje simplesmente

apoiada com as seguintes dimensdes reduzidas:

2a 2b
a4, = . b,

Vi+eg+V1l+e Vit+ea+ V1+eg,

do que resulta
a, b,
b
81+ 42
b, a,

Fazendo a aplicagio ao caso da laje quadrada, simplesmente apoiada
nos quatro lados, a que se refere o exemplo I, tem-se

my = p

g1 =E=83=g,=0

Serd, portanto, 2, = 2 e b, = b = a. Aplicando a expressio anteriof,
obtém-se

a2
N 4

P 24

solugio ji encontrada no exemplo referido.

Exemplo V1

Considere-se uma laje isbtropa, quadrada, simplesmente apoiada em dois
lados opostos e encastrada nos outros dois (fig. V- 16).
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Considerando os graus de encastramento definidos por

E2=g&=1
tem-se:
24
© a, = = 0,7a
V2+ V2
brzb‘—-'ﬂ
e
e, portanto
0,7 #
Fic. V-16 m, = p ’ = 0,0284 p &

P8 +07 + 1,4)

Se fossem considerados outros graus de encastramento, por exemplo,
e, = g, = 0,5, obter-se-ia m, = 0,0337 p 4.

Finalmente, note-se que, para uma laje ortétropa com encastramentos,
se aplicardo as duas afinidades sucessivamente: em primeiro lugar trans-
forma-se a laje ortétropa na laje is6tropa equivalente; em seguida, transforma-
-se esta laje isbtropa encastrada na laje afim simplesmente apoiada.

424 Aplicacao pritica do método das linhas de rotura

Como foi referido, a aplicagio do método das linhas de rotura permite
exprimir o valor da carga que provoca o colapso plistico de uma laje em
fung@do do momento de plastificagio de uma laje isbtropa simplesmente
apoiada, através de uma relacdo da forma mz, = £P, em que £ € uma
constante para cada laje e tipo de carga.

O problema pode ser assim indiferentemente resolvido em termos de
determinar P sendo dado m, ou, inversamente, fixado P, determinar 7z,

Nos exemplos apresentados ilustrou-se a forma de obter aquelas rela-
¢bes em alguns casos tipicos. Existem tabelas que contém as solugdes de
grande nimero de casos de lajes, relativos a diferentes formas de contorno,
condi¢des de apoio, graus de encastramento, relagbes de ortotropia, tipos de
carga, etc. A utilizagio dos valores tabelados deve, no entanto, rodear-se de
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prudéncia, em face das reservas inerentes as limitagdes do método, para
as quais foi devidamente chamada a atencZo. |

Na verificagdo da seguranca em relagio A rotura, considerar-se-4 o
momento de plastificacdo mz, igual ao momento resistente da secgdo da laje,
determinado de acordo com os critérios especificados no REBA, nomeada-
mente, adoptando os valores de cilculo das propriedades dos materiais e as
condi¢des que definem o estado limite de rotura no caso da flexdo simples.
Deste modo, a carga de colapso pldstico correspondente exprime a resisténcia
de calculo da laje.

A verificacgdo da seguranga consiste, portanto, em verificar que esta
resisténcia de cdlculo € igual ou superior a solicitagio de cilculo da laje.

Na determinagio das solicitagGes de célculo que, como se sabe, resultam
do produto das solicitagSes caracteristicas pelos coeficientes de majoracio
das solicitagGes, ter-se-d4 em conta que o REBA impde, quando da aplicagio
do método das linhas de rotura, um aumento de 20 % aos valores desses
coeficientes estabelecidos para o caso geral. Tem-se, em consequéncia, que

os coeficientes de majoragdo para a verificagio da seguranca em relacio 2
rotura das lajes dimensionadas por este método sio os seguintes:

Combinag¢bes de solicitacdes

Tipos de laje
: Tipo 1 Tipo 11

Lajes em geral vs = 1,8 ve = 1,2

Lajes simplesmente apoiadas
ou continuas com 5; < 8 cm
e lajes encastradas com
by < 12 cm

ve =198 | v, =1,32

Finalmente, deve chamar-se de novo a atengdo para o facto de o método
das linhas de rotura poder conduzir a resultados contra a seguranca nio s
por existir o risco de considerar um sistema incorrecto de linhas de rotura
mas ainda pelo facto de o comportamento real do betio armado 4 flexdo
limitar as possibilidades de redistribui¢do de esforcos. Estas razdes funda-
mentam a recomendagio contida no REBA de nio desproporcionar exces-
sivamente a distribui¢do das capacidades resistentes em relacio a distribuicio
dos momentos flectores que corresponderia 4 hipétese de elasticidade perfeita.
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