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RESUMO

Neste trabalho e desenvolvido um programa de calculo automatico des-
tinado a analise nao linear de estruturas de betao armado que com suficiente

rigor possam ser consideradas como um estado plano de tensao.

Com este fim &€ utilizado o método dos elementos finitos, sendo con-
siderados dois tipos de elementos: o -isoparamétrico de oito nds para simular

o betao e o linear de dois nds para simular a armadura, com comportamento axial.

0 comportamento do betao e do ago € considerado materialmente n3o 1i-
near, nao sendo incluida a Jependéncia no tempo. Para o betao comprimido é uti-
lizado um critérié de cedencia biaxial, defihindo-a transicao entre o comporta-
mento linear eldstico e o comportamento perfeitamente plastico. E também defi-
nido em termos de_déformagSes um limite correspondente ao esmagamento do bet3o.
No comportamentoc a traccdo é considerada a fendilhago e alguns aspectos com
ela relacionados. Para é armadﬁra € considerado. um comportamento unidimensio-

nal bilinear.

A analise nao linear € efectuada com um método incremental e iterati-
vo, adoptando o algoritmo de Newton-Raphson para a solugao das equacoes nao 1i-

neares,

A aferigao do modelo matematico € efectuada mediante a comparacdo dos
respectivos resultados com os correspondentes a ensaios experimentais de vigas
simplesmente apoiadas. Com o fim de evidenciar a aplicagdo pratica do programa,

€ também analisada uma consola de altura variavel com aberturas.
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CAPITULO 1 - INTRODUCAO



CAPITULO 1 - INTRODUQKO

1.1 - CONSIDERAGCOES GERAIS

0 estudo de uﬁ novo material ou de um novo tipo de estrutura foi sem-
pre precedido ou acompanhado por ensaios em modelos. Antes do aparecimento dos
computadores digitais, as teorias que se procuravam adaptar aos resultados des
ses ensaios eram de um modo geral simplistas, com vista a sua aplicacao genera
lizada. Os modelos demasiado elaborados tinham uma aplicacao s6 possivel em tra

balhos de investigacdao e em casos muito particulares.

Com o advento dos computadores digitais e, mais concretamente, dos po-
derosos métodos numéricos que se lhe seguiram, tornou-se possivel o desenvolvi-
mento de métodos de analise estrutural envolvendo um elevado nimero de operagoes.
Contudo, a validagao destes métodos continua a s6 ser possivel mediante a compa
racao com resultados de ensaios e com observagoes dovcomportamento de estrutu-

ras reais.

A aplicabilidade dos métodos mais elaborados continua no entanto a es

tar restringida aos seguintes casos:

- Elaboracao e comprovagao de métodos simplificados que possam
ser aplicados com uma grande generalidade e com uma margem de

erro razoavel.

- Verificacao da validade dos métodos simplificados em situagoes

menos usuais.

- An3lise de estruturas 3s quais ndo sao aplicaveis os metodos

simplificados.



0 aumento das potencialidades e o decrescente custo do calculo auto-
matico justiffcam cada vez mais O recurso aos modelos matematicos em substitui
c3o dos modelos fisicos. E contudo ilogico recorrer a metodos elaborados de
calculo para estudar situacoes bem conhecidas e perfeitamente analisaveis pelos
métodos simplificados. No entanto o computador continua a ser Gtil na automati
zac3o desses mesmos métodos simplificados deixando tempo livre ao projectista

para se dedicar a optimizacdo da solugao e a investigacao.

Estes factos reflectem-se na evolucao dos reguliamentos relativos as
accdes e aos materiais estruturais. Sendo cada vez mais elaborados e complexos,
por um lado facilitam a tarefa do projectista porque abordam com precisao as
mais diversas situagaes? por outro lado tornam quase indispensavel o recurso

ao calculo automatico.

Apresentam-se em seguida exemplos de situacoes em que, no caso de nao
serem apliciveis os métodos descritos nos regulamentos ou na bibliografia espe

cializada, é imprescindivel o recurso a modelos matematicos elaborados:

- Analise de tensoes e deformagoes em estruturas com comportamento

nao linear dependente ou néé do tempo.
- Determinacao de cargas ultimas de estruturas complexas.
- Analise dinamica de estruturas.
- Analise da propagacao de fendas.

- Optimizagao de estruturas.



1.2 - OBJECTIVOS

0 presente trabalho tem como objectivo o desenvolvimento e aferigao
de um programa de calculo automatico destinado a analise de tensoes, desloca-
mentos e fissuragao em estruturas de betao armado, que com suficiente rigor
possam ser consideradas como um estado plano de tensdo. Foi considerado um
comportamento elasto-plastico no caso do aco, elastico-rotura no caso do betao
traccionado e elasto-plastico-rotura no caso do bet3o comprimido. Assim & tam-

bém possivel determinar com suficiente rigor a carga altima da estrutura.

0 bet3o.& simulado com elementos finitos isoparamétricos de oito nos

podendo portanto adaptar-se a3 forma de qualquer estrutura.

Uma vez que no modelo matematico a armadura se encontra representa-
da por elementos finitos de dois nés, é necessario fornecer como dados todos
os niveis de varoes individualmente. Por este motivo, o programa é mais apro-
priado para o estudo pormenorizado de estruturas de pequenas dimensoes ou com
poucos niveis de armadura tais como vigas, consolas, pilares, arcos, pequenas
pafedes, ligagoes, etc.. 0 estudo de estruturas de maiores dimensoes, tais co
mo paredes resistentes de edificios ou porticos, s6 e viavel se a armadura pu
der ser representada por um numero nao exagerado de elementos. Qualquer dispo -
sicao de armadura pode ser representada por estes elementos desde que o seu

tracado contenha alguns dos nos da malha de elementos finitos.
A analise de uma determinada estrutura pode-se dividir em tres fases:

1) Preparacao dos dados

0s dados relativos a geometria da malha podem ser gerados
por um programa tipo. Os restantes dados tem de ser fornecidos
pelo utilizador, sendo necessario escolher criteriosamente os

incrementos de carga com base num pré-dimensionamento.



2) Processamento

0 programa propriamente dito pode correr sem a interferéen-

cia do utilizador, gravando ficheiros de resultados.

3) Analise dos resultados

0s resultados numéricos correspondentes a deslocamentos,
tensdes, reaccoes e caracteristicas da fissuracao para cada in-
cremento de carga podem ser visualizados no monitor ou impressos.
E também possivel recorrendo aos respectivos valores numéricos,
obter no monitor graficos da malha inicial, tensoes principais
e respectivas direccoes, deformadas, estado de fendilhagao e
relacio factor de carga - deslocamento de um dos nos. Qualquer

um destes graficos pode ser.em seguida reproduzido no papel.

Atendendo 3 sua estruturacao modular, o actual programa podera ser
utilizado, global ou parcialmente, no desenvolvimento de modelos matematicos

mais poderosos.

1.3 - APRESENTAGAO DO TRABALHO

Apresentam-se em seguida resumidamente os assuntos expostos em cada

Capitulo.

No Capitulo 2 & descrito o comportamento n3o linear das estruturas.
No infcio s3o apresentadas as principais causas da nao linearidade na analise
estrutural, seguindo-se uma exposicao mais detalhada da nao linearidade mate-
rial, por ter sido esta a considerada no presente trabalho. Sao apresentados
quatro critérios de cedéncia e as respectivas expressoes para o caso tridimen

sional. As expressbes para o caso bidimensional sao deduzidas por simplifica-



cio destas ultimas. Apresentam-se também os mesmos critérios de cedéncia em
funcdo de um conjunto de invariantes alternativo, que e mais apropriado para

uma formulacado genérica do problema.

Neste capitulo é também descrito o comportamento apos plastificacao
de um material isotrépico. Todas as expressoes sao deduzidas péra ) caéo tri-
dimensional sendo em seguida simplificadas com vista a sua aplicacao aos esta
dos planos. 0 endurecimento & apresentado em detalhe para o caso unidimensio-

nal, sendo em seguida generalizado para o caso tridimensional.

No Capitulo 3 sao referidos alguns metodos de resolucao de problemas
nao lineares, sendo apresentado em porhenor o metodo de Newton-Raphson por ser
o utilizado no presente trabalho. As expressoes relativas a este método ééodg
duzidas com vista a sua aplicacao a uma ou a n equagoes quaisquer. Segde-se
a adaptacao deste método a problemas estruturais. Por Gltimo é descrito o al-
goritmo utilizado na analise nao linear de éstruturas, bem como algumas subro

tinas genéricas.

No Capitulo 4 sao réferidos em primeiro lugar alguns processos de
representacdo da armadura na analise de estruturas pelo método dos elementos
finitos. Segue-se a analise detalhada das caracteristicas do elemento de dois
nés utilizado no presente trabalho. O respectivo comportamento elasto—p]ésti
co e o modo como este é inclufdo no programa de calculo automatico sao des-
critos em pormenor por constituirem um procedimento semelhante ao do caso bi
dimensional. Este facto aliado a simplicidade do elemento de dois nos permi-
te que este Capitulo seja considerado como uma introdugao ao Capftulb que se

segue.

No Capitulo 5 é descrito o comportamento do betao e o modo como es-
te foi incluido no programa de calculo automatico. Em primeiro lugar sao des-

critos os aspectos relativos ao elemento finito isoparametrico que nao depen-



dem do comportamento nao linear. Ségue-se-a apresentacao do critério de ceden
cia observado experimentalmente e do critério simplificado que foi considera-
do. £ também definido um limite de esmagamento do betao a partir do qual asua
resisténcia é considerada nula. Sao ainda consideradas algumas pfopriedades

relacionadas com a fissuragao, tais como a retencao da rigidez distorcionale
das tensSes de traccio no.betdo fissurado. Por Gltimo sao apresentadas as sub

rotinas relacionadas com o comportamento do betao.

No Capitulo 6 apresentam-se varios exemplos por intermedio dos quais
se podem avaliar as potencialidades do programa desenvolvido. Os primeiros
trés exemplos correspondem a vigas simplesmente apoiadas de dimensoes e pro-
priedades iguais as consideradas em ensaios. laboratoriais cujos resultados se
encontram publicados. Assim & possivel confrontar os resultados relativos ao

modelo matematico com os relativos ao modelo fisico.

0 outro exemplo analisado e ja mais complexo, sendo constituido por
uma consola de altura variavel com aberturas. Neste caso nao foi possfvél con
frontar os resultados obtidos com os relativos a ensaios laboratoriais. De
qualquer modo, pode-se verificar que qualitativamente os resultados obtidos

correspondem aos previstos.



CAPiTULO 2 - COMPORTAMENTO NAO LINEAR DE ESTRUTURAS.



CAPITULO 2 - COMPORTAMENTO NAOC LINEAR DE ESTRUTURAS

2.1 - INTRODUCAO

0 comportamento nao linear das estruturas resulta da consideracao
das deformacoes de 228 ordem ou do facto de os materiais possuirem leis cons-
titutivas nao lineares. Estes dois casos designam-se respectivamente por nao

linearidade geométrica e nao linearidade material.

A consideracao das deformagoes de 22 ordem & necessaria nos seguin-

tes problemas [1]:

- Analise de grandes deformacoes, em que a variacao da geometria
" da estrutura, a medida que o carregamento aumenta, vai influen
ciar'significativamenée a solucdo final. Assim, € necessario
preservar os termos de 22 ordem das relagoes deformagSes-deslg

camentos o que da origem a um problema nao linear que tem de

ser resolvido por um método iterativo.

- Estudo da instabilidade de estruturas, em que se tem de consi-
derar as deformacoes de 228 ordem e se procura o factor de car-
ga que torna a solucao indeterminada. Este procedimento da ori
gem a um problema de valores/vectores proprios em que os primei
ros representam as cargas de colapso e os segundos as -respecti-

vas configuragoes.

A n3o linearidade material na analise de estruturas, por ser o prin-

cipal objectivo do presente trabalho, sera em seguida detalhada.
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2.2 - NAO LINEARIDADE MATERIAL

No presente trabalho apenas se considera a nao linearidade da rela-
cio tensdes-deformagdes desprezando a dependencia do tempo. Supoe-se portanto
que as accoes sao aplicadas lentamente, crescendo monotonamente de zero até ao
seu valor final, e que os resultados correspondem a situacao imediafamente apos

a aplicagao das acgoes.

De um modo geral, a relacao tensdes-deformacoes € complexa e o seu

aspecto varia muito de material para material.

Na Fig. 2.1 [2] representa-se o diagrama tensoes-deformagoes de um
provete de aco dictil traccionado segundo o seu eixo. No ponto A o diagrama
deixa de ser linear designando-se o correspondente valor da tensao por limite
de proporcjonalidadé. A partir do ponto B as deformacoes deixam de ser rever
siveis, ie, a um anulamento da tensao nao corresponde um anulamento da defor
macdo. Pela dificuldade da sua determinagao, este ponto geralmente confunde-se
com o limite de cedéncia B'. Segue-se uma fase em que as deformagoes aumentam
praticamente sob tensao constante ate ao ponto C. A partir deste ponto sao pos
siveis novos acréscimos de tensao aos qQais correspondem acréscimos das defor-
macoes elasticas e plasticas. A zona decrescente do diagrama é devida ao facto
de as tensdes serem calculadas com a secgao inicial, apesar de esta diminuir
(estriccdo). Ao ponto D corresponde a rotura do provete. As descargas sao sem-
pre feitas elasticamente, sendo o respectivo diagrama paralelo a 0A. Se apos
uma descarga o provete for de novo carregado, o diagrama retomara aproximada-
mente o mesmo caminho. Se a descarga se efectuar depois de ter sido ultrapas-
sado o ponto C, o material apresentara um limite de elasticidade mais alto em

posteriores carregamentos. A este fenomeno da-se o nome de endurecimento a frio

Oou encruamento.
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Fig. 2.1 - Diagrama tensoes~-deformagoes de um provete de aco
dictil ensaiado a tracgao simples



N

0s acos duros (Fig. 2.2) nao apresentam uma iniciagao nitida da plas
tificacdo sendo o limite de elasticidade definido convencionalmente como a ten

sao a qual corresponde ap6s descarga uma deformagao residual de 0.2%.

Na Fig. 2.3 [2] esta representado o diagrama tensoes-deformagoes de
um provete de betdo ensaiado a compressao simples. Neste caso é dificil definir
quer um limite de proporcionalidade, quer um limite de elasticidade, visto que
o material desde muito cedo evidencia um comportamento acentuadamente nao li-
near. 0 diagrama de descarga nao & rectilineo, mas desenvolve-se aproximada-
mente segundo uma linha paralela a tangente a parte inicial da curva. Carregan
do de novo o provete torna-se evidente um ciclo de histerese. Para grandes de-
formacoes, os danos provocados no provete tornam-se muito importantes e a ten-

sao vai diminuindo até se atingir a rotura por esmagamento.

Os.comportamentos reais dos materiais sao de um modo geral demasiado
complexos para serem utilizados na analise de estruturas. Habitualmente, os mo
delos de comportamento a que se recorre resultam da simplificacao do comporta-
mento real. 0 grau de simplificacdo utilizado depende essencialmente do metodo

de resolugao do problema, dos objectivos'da analise e da respectiva precisao.

Em primeiro lugar, & importante distinguir o comportamento nao linear
elastico do elasto-plastico [1]. Enquanto no primeiro o diagrama de descarga
coincide com o de carga (Fig. 2.4), no segundo, apés o inicio da plastificacao
os dois diagramas sao distintos, uma vez que as deformagoes plasticas sao ir-
reversiveis (Fig. 2.5). 0 facto de o diagrama carga-descarga nao ser unico nos

problemas elasto-plasticos torna a solugao dependente da historia do carrega-

mento.

Na Fig. 2.6 estao representados alguns diagramas simplificados cor-

respondentes a modelos de comportamento uniaxial.
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Fig. 2.2 - Diagrama tensoes-deformagoes de um provete de
aco duro ensaiado a tracgao simples
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Fig. 2.3 - Diagrama tensoes-deformacoes de um provete de
betio ensaiado a compressao simples
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Fig. 2.4 - Diagrama tensoes-deformagoes de um material
com comportamento elastico nao-linear

I

Fig. 2.5 - Diagrama tensoes-deformacoes de um material
com comportamento elasto-plastico
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pondentes a modelos de comportamento uniaxial

Ul

-



.16.

2.3 - CRITERIOS DE CEDENCIA

Para generalizar a lei de comportamento de um material elasto-plas-
tico ao espaco tridimensional, e necessario em primeiro lugar definir os esta
dos de tensio correspondentes ao inicio da plastificagao. Esses estados de ten

sao sao os que satisfazem a equagao genérica [4]
f(g) = k ' » (2.1)

que no espaco das componentes do tensor das tensoes corresponde a uma superfil
cie convexa denominada superficie de cedéncia. Os estados de tensao tais que
f<k situam-se no interior da superficie de cedéncia e o correspondente com-
portamento supoe-se elastico sendo traduzido pela lei de Hooke generalizada.
A equagéo.(2.1) traduz portanto o criterio de cedéncia que depende do tipo de
material e chega a diferir ligeiraﬁente para um mesmo material de autor para

autor.

De qualquer modo, o criterio de cedéncia tem de ser independente do
referencial cartesiano utilizado, por isso deve ser definido em fungao dos in
variantes do estado de tensao Jy»J, e J3 (Apéndice 1).

£(J J3) = k ' (2.2)

1’ Jz’

Admite-se que o critério de cedéncia de certos materiais, tais como

os metais, é independente da pressao hidrostatica

p=(o + o, + a,)/3 (2.3)



7.

Por este motivo o respectivo critério de cedéncia apenas depende dos

invariantes das tensoes de desvio Jé e Jé, visto que J; = 0 (Apéndice 1).

f(J5, Jé) = K _ (2.4)

- Critério de Tresca

Designando por o e 03 as tensoes principais maxima e minima res

pectivamente, o criterio de Tresca supde que o infcio da plastificagao ocorre

guando

0; - 03 = I, (2.5)

sendo o, a tensao de cedéncia num ensaio de tracgao uniaxial.

Com vista a representagao geometrica da superficie de cedencia no
espaco tridimensional das tensdes principais, e necessario tornar a expressao

(2.5) mais genérica. Considerando a rotacdo dos indices em (2.5), obtém-se as

equacdes de seis planos no referencial 0]0203
- (op m0y) =0, %17 9% =%
- (02 - 03) = 0, o, = 03 = 0 (2.6)
- - =O - =
(03 o]) A O, = 0 = 9,

Estes seis planos limitam um subespaco cuja forma é a de um prisma
hexagonal regular de altura infinita e com o eixo coincidente com a recta
o = 0, = 0 (Fig. 2.7 [51). A superficie do prisma hexagonal constitui a

superficie de cedencia.

- Criterio de Von Mises

Segundo este critério, a superficie de cedéncia e definida pela se-

guinte funcao

/3J! =0 (2.7)



Fig. 2.7 - Representacao geométrica das superficies de cedencia
de Tresca e Von-Mises no espaco das tensoes principais

.18.
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que no referencial 010,05 corresponde a uma superficie cilindrica envolvendo
o prisma hexagonal do critério de Tresca e contendo as suas arestas laterais
(Fig. 2.7 [5]).Tanto este critério como o anterior sao independentes da pres-
s3o hidrostatica. Por este motivo as respectivas superficies de cedéncia desen
volvem-se indefinidamente ao longo da recta 0, =0, = 03. 0s criterios de

Tresca e Von Mises sdo aplicaveis a metais, conduzindo o segundo a melhores re

sultados [5].

- Critério de Mohr-Coulomb

Este criterio baseia-se na seguinte relacao entre a tensao tangencial T

e a tensao normal g

T=c¢c-0tgo (2.8)

Ao contrario dos critérios anteriores em que era suficiente conhecer
a tensao de cedencia Oe» é agora necessario conhecer duas propriedades do ma

terial: a coesao ¢ e o angulo de atrito interno ¢.

Na Fig. 2.8 estao representados os trés circulos de Mohr correspon-
dentes a um estado tridimensional de tensdao. Segundo este critério, omaterial

inicia a plastificacao quando o circulo externo € tangente a recta definida

pela equacao (2.8).
Atendendo a Fig. 2.8 e substituindo na equacao (2.8) 0 e T, chega-
-se a

(0]-03)(cos¢)/2 =c - [(01+03)/2+-(01-03)(sen¢)/2]tg¢

(2.9)
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T=ﬁcos¢= 3coscb
g, + O o, -0
0 =0A+ AP sen¢ = 1 3 + ] 3 sen ¢
2 2

Fig. 2.8 - Representagao geométrica do critério de cedéncia de
Mohr-Coulomb relativamente ao circulo de Mohr

4\\7
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Simplificando (2.9) obtém-se

01(1+sen¢) - 03(1-sen¢) = 2ccos¢ (2.10)

Do mesmo modo que para o critério de Tresca, rodando os indices e
efectuando a troca de sinal, obtém-se as equagoes de seis planos que lTimitam
um subespaco do espaco das tensoes principais. A superficie de cedéncia e age
ra uma superficie cénica cuja directriz € um hexagono irregular (Fig. 2.9[51).

0 eixo continua a ser a recta o, = 0, = 0, e a superficie de cedéncia apenas

1 2 3
& indefinida no sentido das pressdes hidrostaticas de compressao. Este crite-
rio & portanto dependente de J, conforme se vera adiante e é aplicavel aobe
tao, solos e rochas. 0s resultados, no entanto, s6 sao razoaveis se predomina-
rem as compressoes ou se se suposer a resisténcia a tracgao do material muito

baixa, porque e absurdo admitir que um material fragil plastifica quando trac-

cionado.

- Critério de Drucker-Prager

Este critério surge como uma modificacao do de Von Mises com vista
a torni-lo dependente da pressao hidrostatica por intermédio do invariante Jy -
A sua influéncia surge sob a forma de um termo adicional proporcional a J]

sendo o a constante de proporcionalidade
ad, + /I = k! | (2.11)

Tal como no critério anterior, € necessario conhecer duas proprieda-

des do material: o e k'.



-V34
Drucker-Prager
~7 Pressdes hidrostaticas de
=27 ~
- compressdo crescentes
P Mohr-Coulomb
-~
/ k-
-V
_ 2
-~
e
..V"l

Fig. 2.9 - Representacao geométrica das superficies de cedencia
de Mohr-Coulomb e Drucker-Prager no espago das tensoes
principais

.22,
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A equacao (2.11) corresponde no espago das tensoes principais uma
superficie conica cuja directriz é agora uma circunferéncia e cujo eixo é a

recta ©

159

, = O3- Escolhendo valores apropriados para o e K' € possi
vel ajustar este_critério ao de Mohr-Coulomb. Para obter a concordancia exac

ta dos vértices externos do hexagono com a circunferéncia (Fig. 2.9[5]), de-

ve ser

o = 2(sen¢)/[V/3(3~sen¢)]
(2.12)

K'= 6¢c(cosd)/[V3(3-send)]

0 campo de aplicagao deste criterio, bem como as suas limitagoes sao
as ja referidas para o de Mohr-Coulomb, uma vez que os dois critérios sao seme

lThantes.

Apresentam-se em seguida os quatro critérios de cedencia escritos to

dos eles em funcao do mesmo conjunto de invariantes (J1, Jé e 8) [5]. 0 valor

de 08 depende de Jé e J! e sera definido adiante. Este procedimento tem

3

a vantagem de tornar possivel um tratamento matematico semelhante para os qua

tro criterios, o que facilita tambem a programacao.

Conforme se pode verificar pelas expressoes (2.7) e (2.11), os cri-

1
1’ JZ

e 6. Os restantes dois critérios (expressoes 2.5 e 2.10) terao de ser trans-

terios de Von Mises e Drucker-Prager ja estdo escritos em funcao de J

formados sendo para isso necessario explicitar as tensoes principais em fun-

¢ao dos novos invariantes. .

Em primeiro lugar € necessario calcular as tensdes principais ars
) ! =~ . ~ -
o, e 03 correspondentes ao tensor das tensoes de desvio, que sao as trés
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raizes da seguinte equagao do 32 grau

g'3 - Jé o' - Jé =0 (J{= 0) (2.13)

Fazendo em (2.13) o' = 2/Jé/3 sen 8 obtém-se

V2)

sen38 - 3(send)/4 - 3/3 Jé/(8Jé =0 (2.14)

passando 6 a ser a incognita da equacao. Recorrendo a seguinte igualdade tri

gonométrica
sen3d - 3(send) /L = -(sen36)/k © (2.15)
e substituindo-a em (2.14), essa equacao passa a ter uma solucao imediata
sen30 = -3V/3 Jé/(ZJés‘/z) (2.16)

Atendendo a que a funcdo seno tem um periodo de 2w, e considerando

a solugao

o = (arcsen [-3/37 43/(295% " )11/3 (2.17)

(-n/6 ¢ 6 g /6)

os anqulos 0+ 21/3 e ©0- 27/3 também sao solugoes da equacao (2.14).
Substituindo estas trés solucoes em ¢g' = 2 /Jé/B sen 0 obtem-se as trés ten-

soes principais do tensor das tensoes de desvio



Oi = 2 /Jé/3 sen (6+27/3)
0y=2 /Jé/3 sen o (2.18)
cé =2 /Jé/3 sen(6-2m/3)

Para obter as tensoes principais do tensor das tensoes basta somar

a (2.18) a pressao hidrostatica p = J1/3

o, =2 /Jé/3 sen(6+2m/3) + J1/3

=2 /Ué/3 sen 6 + J1/3 (2.19)

Q
N
|

o, =2 /Jé/3 sen(0-21/3) + J;/3

o,).

3

>0

(o )

\%

1

Com a equagao (2.17) fica definido o novo invariante 8 que apenas

depende dos invariantes ja conhecidos J! e J!. As equacoes (2.19) permitem

2 3

calcular directamente as tensoes principais conhecidos os invariantes JT’ Jé

e 6.

Substituindo em (2.5) as tensoes principais maxima e minima (o, e

1
03) pelas expressoes (2.19) obtém-se uma nova equagao para o critério de

Tresca em funcao de J,, J! e 8

17 72

2 /3; cos 0 = oq (2.20)
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Procedendo do mesmo modo com o critério de Mohr-Coulomb (2.10) obtém-

-se
J1(sen¢)/3 + /Ué [cos6-(send) (send)/V3] = c cos ¢ (2.21)
0s quatro critérios de cedéncia tém agora uma formulacao do tipo

F(J;, Jb, 0) =k (2.22)
1 2

No quadro 2.1 apresentam-se em resumo as respectivas expressoes
CRITERIO DE
CEDENCIA Flds 9ps 0) k
Tresca 2 /Jé cos 0 .
Vv Mi !
on Mises /3J2 o,
Mohr-Coulomb J1(sen¢)/3+ /jg [cosB-(senB) (send)/V/3] _.c cos ¢
Drucker-Prager aJ, o+ /Jé k!

QUADRO 2.1 - Critérios de cedencia formulados relativamente

]
a J1, J2 e 0.

A aplicacao destes critérios de cedencia a estados planos é semelhan

te, sendo utilizadas as expressoes do quadro 2.1 com as férmulas simplificadas

dos invariantes (Apéndice I-(1.13) a (1.17)).
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Apresentam-se em seguida as expressoes e representagoes geometricas
dos varios critérios de cedéncia relativamente a estados planos de tensao. Tal
como para o caso geral, utiliza-se o referencial das tensoes principais. Estes

- . - . -~ v . - . . . . .
graficos correspondem a interseccao das superficies de cedencia tridimensionais

com o plano 0,0

172° 3

visto que se considera 0, =0, = 0.

- Critério de Tresca

Considerando em (2.6) 03 = 0, obtém-se as equagoes de seis rectas
- (0 = 0,) = o 9 7 9% = 9%
-0, =0, : g, = 0, (2.23)
?1 = % "9 =%

Estas rectas definem uma area em torno da origem e encontram-se re-

presentadas na Fig. 2.10, para dois valores distintos de OC.

- Criterio de Von Mises

Substituindo em (2.7) a expressao de Jé para estados planos de
tensao (1.17) e considerando o referencial das tensoes principais (T =0)
Xy

obtem-se

1 ¥ 9 7 99, =9 (2.24)




Von Mises

Tresca

K

o
Y

\ ey .
S~ 21000

\\\\\—————vg:zooo

' 1000 I

Fig. 2.10 - Representagao geométrica dos critérios de cedéncia de
Tresca e Von Mises para estados planos de tensao
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Na Fig. 2.10 encontram-se representados os critérios de Tresca e

Von Mises. Para um mesmo valor de OC os dois critérios sao semelhantes,

porém o de Von Mises ajusta-se melhor aos resultados experimentais [5].

- Critério de Mohr-Coulomb

Tal como para o caso do critério de Tresca, a intersecgao dos seis

planos (2.10) com o plano 0,0, da origem a seis rectas cujas equacoes sao

as seguintes

o (1+sen¢) = 2c cos ¢
gy (1+seng) = 2c cos ¢
- o, (1-send) = 2c cos ¢
- g, (1—sén¢) = 2c cos ¢

9 (t+send) - 02(1-sen¢) 2c cos ¢

- o0, (1-sen¢) + 02(1+sen¢) 2¢c cos ¢

1

(2.25)

A respectiva representacao geométrica encontra-se na Fig. 2.11. Tal

como no caso tridimensional, este critério coincide com o de Tresca para ¢=0

e ¢c=0 /2.
C

- Critério de Drucker-Prager

Substituindo em (2.11) as expressoes de J] e Jé

nos de tensao (1.16 e 1.17) obtém-se

para estados pla-



o
‘1

N

A Mohr - Coutomb-
($=20°, c=1000)

\\\ Drucker - Prager
(x=015; K=1225)

| 1000 l

Fig. 2.11 - Representacao geométrica dos criterios de cedencia
de Mohr-Coulomb e Drucker-Prager para estados

planos de tensao

.30.
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2 2 - = k! 2.26
a(o1+02) + 7 (01 + 05 0102)/3 ( )
A representacao geométrica deste critério encontra-se na Fig. 2.11
assim como a do critério de Mohr-Coulomb. Considerou-se a concordancia entre
estes dois critéerios como sendo a que € definida pelas equagdes (2.12). Para
g, e o, negativos os dois critérios diferem significativamente, estando ode

Mohr~Coulomb mais proximo da realidade.

0 critério de Drucker-Prager coincide com o de Von Mises para a=10
e k's= oc//g_. Nas Figuras 2.12 e 2.13 mostra-se a influéncia de a e k' na
forma da superficie de cedencia de Drucker-Prager. Segundo este critério, pa-
ra valores de o superiores a 1//12 (=0.289), a interseccdo da superficie

conica com o plano G3==0 passa de eliptica a hiperbolica.

E possivel contornar © problema da 'plastificacao' a traccao de um
material frégf], considerando uma tensao de rotura a traccao simples muito
pequena (ft) e uma tensao de cedéncia a compressao simples com o seu valor
correcto (fc). Consegue-se adaptar o critério de cedencia de‘Mohr-Coulombde
tal modo que uniaxialmente as tensoes maximas a trac¢ao e compressao sejam
respectivamente f_ e fc (ambas com sinal positivo). Calculando os valores

t

de ¢ e ¢ que satisfazem

2c cosd _ ¢ _2c cosb _ ¢ (2.27)
1+sen¢ t - 1-seng ©

obtém-se a superficie de cedéncia que esta representada na Fig. 2.14. Utilizan
do esta superficie numa andlise elasto-plastica isotropica conseguem-se ja bons
resultados para materiais cuja resisténcia a traccao € muito menor do que a re-

sisténcia a compressao, tais como o betao, os solos e as rochas. Para simular




K'=1000

Fig. 2.12 - Critério de cedéncia de Drucker-Prager para valores
distintos de o

Fig. 2.13 - Criterio de cedéncia de Drucker-Prager para valores
distintos de K'
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ft

Fig. 2.14 - Critério de Mohr-Coulomb adaptado a um material com
uma tensao de cedéncia a compressao fc e uma tensao

de rotura a traccao ft
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um material que n3o resiste a tracgdo, deve-se considerar f_ proximo de ze-

ro, uma vez que o seu anulamento conduz a uma indeterminagao nas expressoes

(2.27).

2.4 - PLASTICIDADE

Apos a definicao dos limites do comportamento elastico de um material,
surge a necessidade de conhecer as leis a que ele fica sujeito depois de atingi

da a superficie de cedencia.

Em primeiro lugar admite-se que a variacao do estado de deformacao de
passa a ter duas componentes, uma elastica e uma plastica.

N

de = dse + dsp (2.28)

A componente eldstica pode-se relacionar com a variacao do estado de
tensao por intermédio da matriz de elasticidade D,. que sera apresentada adian

te para materiais homogéneos e isotropicos.

de =D  do (2.29)

Considerando a teoria da plasticidade associada, admite-se que de
é proporcional ao vector normal a superficie de cedéncia no ponto em que ela

foi alcancada [4].

de = dA3f/a0 (2.30)
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Nesta expressao dA & o factor de proporcionalidade e f a fun-
c3o que define a superficie de cedéncia (2.1). Na Fig. 2.15 [5] esta repre-
sentado o vector 3f/30 no referencial das tensoes principais e para esta-

dos planos de tensao.

A superficie de cedéncia de um material que apresente endurecimen
to a frio varia com o aumento das deformagcdes plasticas. Esta variagao pode
ser de dois tipos: isotropica ou cinematica. A primeira corresponde a umaex
pansao uniforme da superficie de cedéncia, enquanto que na segunda esta so-
fre uma translaccao. Na Fig. 2.16 [5] estao esquematizados estes dois tipos
de endurecimento, assim como o caso de um material elastico-perfeitamente
plastico. No presente trabalho apenas sera considerado o caso do endurecimen
to isotrépico. Um material elastico-perfeitamente plastico sera tratado como
um caso particular de endurecimento isotropico, em que se considera nulo o

modulo de endurecimento.

Antes do caso geral, convém comecar por definir o médulo de endu-
recimento para o caso do ensaio uniaxial. Na Fig. 2.i7 [5] esta representado
o diagrama tensoes-deformagoes correspondente ao ensaio uniaxial de um prove
te, que ate ao }imite de elasticidade o, possui um comportamento linear-
-elastico, passando em seguida a apresentar plastificacao com endurecimento.
As tangentes ao diagrama tém respectivamente declive E (modulo de elastici

dade) e (médulo elasto-plastico tangente). Para valores de O superiores

E
T
a o, auma variacao da tensao do corresponde uma variacao da deformacao

de, que se decompoe tal como para o caso geral em

de = dee + dep (2.31)



\J
A

Fig. 2.15 - Representagéo geométrica do vector 9f/3¢ no referencial
das tensdes principais e para estados planos de tensao
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Superficie de cedéncia inicial

! ‘ .
Material com endurecimento isotropico
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S
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Superficie ‘de cedéncia inicial

AR
Material com endurecimento cinematico

Fig. 2.16 - Evolugdo da superficie de cedéncia com a plastificacao
conforme o tipo de endurecimento
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Declive Eg
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Fig. 2.17 - Diagrama tensoes-deformacoes uniaxial de um material
elasto-plastico com endurecimento
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Recorrendo a lei de Hooke relaciona-se dee com do do seguinte

modo

_do = Ede (2.32)
- e

Para caracterizar a outra componente (dep), & necessario definir em
primeiro lugar a funcido de endurecimento H como sendo a que relaciona a ten

s3o total o com a deformagao plastica total €

g = H(ep) (2.33)

Diferenciando esta expressao, obtém-se
do = H' (e ) de | 2.34
( o) d€, (2.34)

Substituindo nesta expressao dep por de-dee e sabendo que

ET = do/de e E = dc/dae chega-se a

H' = ET/(I-ET/E) : (2.35)

Nesta expressao H' e ET dependem de Ep' E tambem de notar que

para ET =0 (material sem endurecimento) vem H'=0 e para ET = E vem

H' = o,

Na Fig. 2.18 esta representado o diagrama tensoes-deformacoes uniaxi-
al de um material com comportamento elasto-plastico bilinear. Da expressao
(2.35) conclui-se que, uma vez que E e E_. sao constantes, também H' &

T

constante.
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Fig. 2.18 - Influéncia do endurecimento no valor da tensao de
cedencia para um material elasto-plastico bilinear
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Integrando (2.34) obtém-se

og=0" +H' ¢ (2.36)
c p

o] ~ o e e e s - . ~

em que O (tensdo de cedéncia inicial) € a constante de integracao que tem
o] - . ~

este valor porque para Ep =0 vem O= O, - Se apos a plastificacao houver

uma descarga e em seguida o material for de novo carregado, o seu criterio

de cedéncia é agora traduzido pela expressao (2.36). Esta expressao foi dedu

zida com vista 3 sua utilizagao pelo programa de computador, no qual a estru

tura é reanalisada em sucessivas iteragdes, tal .como sera exposto no proximo

capitulo. A variacao da deformagao plastica Aep é calculada para cada ite-

racao, sendo ep igual ao somatorio dos Aep. Numa iteracao em que ocorra

uma descarga, Aep é nulo.

Antes de generalizar estas expressoes para o caso tridimensional, e
necessario definir a deformacdo plastica efectiva (e_) como sendo o integral

de dEp, cuja expressao € a seguinte

dsp = v 2(deij)p (deij)p/B (2.37)

Uma vez que apos a plastificacao o coeficiente de Poisson passa a
ser igual a 0.5, obtem-se para o caso do ensaio uniaxial (dsl) = de_,

(dez)p = —O.Sdep e (des)p = —O.Sdep, vindo

dgp =/ 2(de; + 0.25de; + D.25d€;)/3 = dep (2.38)

O0s coeficientes da expressao (2.37) foram portanto escolhidos de mo-

do que dep coincida com dsp para o caso do ensaio uniaxial.
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De um modo semelhante, define-se tensao efectiva (o) como sendo

g = /3Jé = /30;J. o;j/z. (2.39)

Para o caso do ensaio uniaxial, 01 =g, 0, =0 e o, =0, sendo

a pressao hidrostatica p = (01 + 0, + 03)/3 = 0/3 e vindo

[

g = 3[(0-0/3)% + (0-0/3)% + (0-0/3)%1/2 o (2.40)
Deste modo ha também uma coihcidéncia da tensao efectiva com a ten-

sao g, no caso do ensaio uniaxial.

Para incluir o efeito do endurecimento isotropico na expressao gené-
rica do critério de cedencia (2.1), basta considerar o segundo membro dependen

te de uma variavel relacionada com o endurecimento, que se admite ser ¢ _.

f(o) = k(ép) (2.41)

Para um material com endurecimento isotropico, o valor de k aumen
ta com ep dando origem a uma expansao sem translaccao da superficie de ce-

dencia.

Considerando o critério de Von Mises (2.7) e generalizando a expres-

sao (2.36) para o caso tridimensional, obtém-se para H' constante

/34) = 02 + H Ep (2.42)
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Atendendo a (2.39), esta expressao pode-se escrever de um modo mais

genérico

»5 = 02 + H' € (2.43)

Para os restantes critérios de cedéncia admite-se que as expressoes
da primeira coluna do quadro 2.1 correspondem a o e que as da segunda colu-

o
na correspondem a O

Atendendo 3 expressdo genérica do critério de cedencia (2.41), de-

fine-se a funcao F do seguinte modo

Flo, ) = Flo) - k(E) -0 (2.4L)
sendo

o= [ox c o T T T 1 (2.45)

df =<~ do+ —— de_=a do-Adi=0 (2.46)

oF oF oF oF oF oF
] = —~— (2.47)
Lo} 00 90 802 oT oT oT 20
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(2.48)

Substituindo (2.29) e (2.30) em (2.28) obtém-se

de = 9—% do +_dAj%g'

(2.49)

Multiplicando ambos os membros pela matriz D e definindo gD==9§

chega-se a

do = D de - 90 dA

Multiplicando ambos os membros por aT

-se uma expressao que permite calcular dA

a' D de

dA = —/—=2 ~
(A + gg a)

Substituindo (2.51) em (2.50) obtém-se

(2.50)

e considerando (2.46) obtém-

(2.51)

(2.52)

designando a matriz que relaciona do com de como matriz de rigidez elasto-

-plastica (er) {5].
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Nas expressoes (2.51) e (2.52), o parametro A permanece insuficien-
temente definido. Uma vez que estas expressoes resultam da generalizagao do
caso unidimensional, vai-se em seguida proceder 3 sua adaptagao a esse €aso

particular.

No caso unidimensional, a matriz de elasticidade D reduz-se ao mé’
dulo de elasticidade E e a funcao f(o) & a funcao identidade (f(g) =0),
vindo a = df/do =1 e dy=E. A expressao (2.52) da matriz de rigidez elas-

to-plastica passa a ser

EZ EA
ep = E = E - = (2.53)
A+E A+E
Explicitando E. na expressao (2.35) obtem-se
EH!
E. = (2.54)
T HE

Comparando (2.53) com (2.5h4) conclui-se ser A = H'. Também para o
caso unidimensional, e uma vez que df/do = 1, conclui-se da expressao (2.30)

que dA = de_ = de .
P p

Com vista ao calculo do vector de escoamento plastico a = 3F/30,

‘convém considerar

(2.55)
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Derivando em ordem a. o ambos os membros de (2.16), obtem-se

oL /3 8y 34 B/Jé) 2.56)

b0 2cos38 437 e 43 %o

Substituindo esta expressao em (2.55) e recorrendo a (2.16) obtém-se

1 —
oF 9 SF tan36 oF | 2792 -3 5F 093
o= (O _ tan3® 3F v F
S TR R VAT /i 98 ag 2437 cos3e 38 2o
NI . -~ e e ™ — : S s
¢ 2 ) 2 ‘5 23
(2.57)
Pode-se portanto escrever
a==Coa +C,a,+ C3 a (2.58)

Nas expressoes das constantes C1, C,ecC apenas figuram os inva-

2 3
riantes J1, Jé e 0 e derivadas em ordem a estes invariantes da fungao F. As
constantes C1, C2 e C3 dependem portanto do critério de cedéncia devido ao

facto de a funcido F tambem dele depender. Atendendo a (2.4k), as derivadas

em ordem a Jl’

pende dos invariantes. Assim, recorrendo as expressoes de f em funcao de J

Jé e 6 de F coincidem com as de f porque K(e ) nao de-
P

1’

J! e 8 que figuram no Quadro 2.1 e a (2.57) obtém-se as expressdes de C.,C

2 1

e c - - - . -~ . -~
3 Paraos quatro critérios de cedencia. Essas expressoes encontram-se no

2

Quadro 2.2 [5].
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CRITERIO DE C] C2 C3
CEDENCIA
Tresca 0 2cosB(1+tanftan3B) /3 sen
J) cos36
2
Von Mises 0 V3 0
Mohr-Coulomb |(sen¢)/3 Cose[l%tanetan39+ EEEi)-(tan38-tan6)] V3senf+cosOsend
Y3 : 2Jé;os36
Drucker-Prager o 1.0 0

QUADRO 2.2 - Constantes necessarias ao calculo do vector de

escoamento plastico a.

1
I3

0s vectores a;, 2, e a3 sao derivadas dos invariantes Jl’ Vﬁg— e

em ordem as componentes da tensao ¢ (2.45), sendo portanto independentes
do critério de cedencia. As expressoes dos invariantes.encontram-se no Apéndi-

ce | e as de 3y, 3 e a5 sao as seguintes

1 [ 1 1 : T
a, ;j7j?e-[ox cy o, ZTyz ZTZX 2t ]
2




_ [P ) Y [ ' 1 <t gt
a3 [oy o, - T , * J2/3 Op O) = T * J2/3 o! o Txy + J2/3
2(t - g! ) (t._ 7_ -0 2(t -o! )]T

zZxX Xy X yz Xy 'yz y zx Yz zX z XYy

(2.59)

A lei de Hooke generalizada permite escrever a seguinte relacdo en-

tre deformacoes e tensces para materiais homogéneos e isotropicos

€, - 1/E -v/E -v/E 0 0 0 ox
e ~v/E 1/E -WE 0 0 0 G
y | / y
az -v/E -v/E 1/E 0 0 0 lof
= ‘ z (2.60)
Y 0 0 0 1/6 0 0 T
Yz yz
Y ' 0 0 0 0 1/6G 0 T
zZX _ zZX
Yy 0 o_ 0 0 0. 1/G Ty
\ J L / L /
G = —F (2.61)
2(14+v) )

Nesta matriz as constantes E, ve G designam-se respectivamente
por modulo de elasticidade, coeficiente de Poisson e modulo de distorcio.
Invertendo esta matriz 6%6 obtém-se a matriz de elasticidade D, referida

na expressao (2.29).

E(1-v) B - Ev
(1+v) (1-2v) : (1+v) (1-2v)




[ A B B 0
B A B 0
B B A 0
oo
0 0 0 G
0 0 0 0
0 0 (] 0

b9,

(2.62)

Para estados planos de tens3o e deformacao, as expressoes ja apresen

as simplificam-se passando a ser as seguintes

a=1
- 90 30 3T 30
Y Xy
1 T

= c! ok 2t o!

a3y 2 /91 [ X Yy Xy z]
2

_ ' vy 1 1 ' !

a; = [0y g + J2/3 o, Oy * J2/3

(2.63)

(2.64)

(2.65)

- 2
Ty Jé/3]

A componente relativa ao eixo z aparece em Ultimo lugar para faci-

ar a programacgao.
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A matriz de elasticidade D .para estados planos de deformagao

(ez = 0) resulta de (2.62) apenas eliminando as linhas e colunas correspon-

dentes a T e T__ e trocando as correspondentes a o_ e T__ .
yz zZX - z Xy
r 9
A B 0 B
B A 0 B
D = (2.66)
(e.p.d.) | O 0 G 0
B B 0 A
\ J

Sabendo que de acordo com (2.60)

™
I

[0, - v(ox_+ cy)]/E =0 (2.67)

conclui~-se que

Q
]

v(cx + cy) ' (2.68)

Para estados planos de tensao (Oz==0) e de acordo com (2.60), pode-

~Se escrever

€ 1/E - =v/E o]
X

= - (2.69)
€ -V/E 1/E o ’
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Invertendo a matriz obtém-se

g 1 v £
b X
= E - (2.70)
o 1-v v 1 €
Y Y
A matriz de elasticidade D completa € a seguinte
C = E ' D = Ev
1-v? 1- v?
( A
c D 0 0
D C 0 0
D = , (2.71)
(e.p.t.)| 0 0 G 0 '
\ 0 0 0 0 |
Considerando o, = 0 na expressao (2.67) obtem-se
e, = -v(o, + oy)/E (2.72)
Com vista ao calculo de QD =Da, convém designar por AT’ A2, A3 e

as quatro componentes do vector a (2.6h)

1
]

(A, 'Az As Al (2.73)



.52..

Para estados planos de deformac3o, o produto das matrizes (2.66) e

(2.73) da origem depois de algumas simplificagoes a

dy = [ —E—vA1 + M —5—-A2 + M G A, _E A, + M1]T
- 1+V 1+v 1+v
Ev(A,+A_+A,)
M, = 1274 (2.74)

(1+v) (1-2v)

Para estados planos de tensao, um procedimento semelhante com as ma-

trizes (2.71) e (2.73) da origem a

dp = [ £ A, + M £ A, + M, GA; 01"
N 1+v 1+v
EV(A +A,)
M, = ———— (2.75)

2 2

1-v
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CAPITULO 3 - METODOS DE RESOLUCAO DE PROBLEMAS NAQ LINEARES

3.1 - INTRODUGAO

A resolugao de problemas lineares por integragao das equagoes FUndg
mentais esta restringido pela sua complexidade a estruturas de geometria ecar
regamento muito simples [3]. No caso de o material apresentar um comportamento
elasto-plastico, surgem dificuldades adicionais que restringem ainda mais o
campo de aplicagao do metodo e obrigam a consideracao de hipoteses simpjificg
tivas [4]. O facto de a solugao final depender da historia do carregamento vem
dificultar ainda mais a resolucao dos problemas em que existam varios tipos de

accoes cem leis de variagao independentes. .

"As dificuldades_referidas sao na sua maior parte ultrapassadas com a
utilizacao de metodos numéricos que envolvam uma discretizacao da estrutura,
sendo o dos elementos finitos o mais utilizado [5]. Enquanto que no caso dos
problemas lineares a utilizacao deste metodo conduz a um sistema de n equa-
¢coes lineares a n incognitas, no caso dos problemas elasto-plasticos tal nio
se verifica, sendo necessario recorrer a métodos mais elaborados. A analise

deste tipo de problemas pode ser efectuada fundamentaimente por dois processos.

0 primeiro consiste na divisao do carregamento num determinado nime-
ro de incrementos, sendo cada um deles analisado pelo metodo de Newton-Raphson
[1]. Este processo, por ser o utilizado no presente trabalho, ser3 detelhado

adiante.

0 segundo consiste na escrita das equagoes de compatibilidade, equa-
coes de equilibrio e relacdes constitutivas linearizadas para o regime elasti-

co e plastico em funcao das variaveis do problema. No caso da an3lise de ten-
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soes e deformagoes em estruturas cujo material apresente um comportamento 1i-
near elastico-perfeitamente plastico, o conjunto de relacoes referido identi-
fica-se em programagao matematica com um problema linear complementar, para o

qual existem métodos de resolugao ja desenvolvidos [6].

3.2 - METODO DE NEWTON-RAPHSON

Na sua forma unidimensional, este método destina-se ao calculo itera
tivo da raiz aproximada de uma equacao qualquer, que genericamente se pode es-

crever
glx) =0 : (3.1)

Desenvolvendo (3.1) em série de Taylor e considerando apenas os dois

primeiros termos obtem-se

g(x)™ = g(x)" + g ()" ax" =0 (3.2)

emque r e r+l sao indices que indicam o numero da iteracao. Partindo de

.~ o . X - -
uma solugao inicial x e conhecida a derivada da fungao, € possivel calcu-
lar uma nova solucao mais proxima da correcta com as seguintes expressdes ge-
néricas

r -

ax" = -g(x)"/g" (x)" | | (3.3)

xTF X7 o4 ax| (3.4)



.57.

Na Fig. 3.1 encontra-se a representacao grafica deste método.

Se em (3.3) nd3o se actualizar a derivada, a convergéncia ainda é
possivel, mas torna-se necessario recorrer a um maior numero de iteracoes pa-

ra obter uma precisao semelhante. A expressao (3.3) da lugar a

r

Ax = -Q(x)r/g'(x)ﬂ (3.5)

e o método designa-se por Newton-Raphson modificado. A sua representagao gra-

fica encontra-se na Fig. 3.2.

Na resolucdo de um sistema de n equagoes, que podem ser nao linea
res, a n incognitas, & possivel utilizar uma generalizacao do método de

Newton-Raphson. Considerando o sistema

(

9, (x], ey xn) =0
< . . (3.6)
L 9, (x1, cens xn) =0

e escrevendo o desenvolvimento em série de cada equagao

( . 391

9g
r+l jad — A o e —'1" =
91 (xl) cs ey xn) = 91 (X1’ LIRS xn) + ( X]) 1 + ( Xn) Ax 0
< .
: 3¢ 3g
g (x x )Tt L g (x ...,x)r+(—g—) Ax +---+(———) Ax =0
L S 2 Ip71° n 8x1 xn

(3.7)
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9(X)“

g(X)O' ——————————— —-———— -

Declive g'(x)0

Q(X)1- _

g (X)z-

Fig. 3.1 - Representacao grafica do método de Newton-Raphson

para o caso unidimensional

Declive g'(xﬂ



g(x)a

g(x)o-

g (x)H
g (x)z-

-59.

Declive g’ (x)0
(constante)

XV

AI'XZ[AXl | Ax0 l
A1 1 1

Fig. 3.2 - Representagao grafica do método de Newton-Raphson
modificado para o caso unidimensional
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chega-se a um sistema de n equacdes lineares a n incognitas. Recorrendo
3 notacao de Einstein pode-se escrever

99;
gttt 2 gri. + (B—X-I—)rAx; =0 (3.8)

Se forem conhecidas as nxn derivadas parciais e se o sistema nao
for indeterminado, é possivel calcular as n componentes do vector Ax. So-

mando-o 3 solucdo anterior obtém-se uma solugdo mais proxima da correcta.

r+1 r A~Xr (3'9)

As iteracoes terminam quando a solucao verificar com-suficiente ri-
gor as equagoes (3.6).
Se se considerar em (3.8) para todas as iteragoes o valor das deri-

vadas no ponto correspondente 3 solucdo inicial, obtém-se uma generalizagao

do método de Newton-Raphson modificado.

. 9g. o .
r+i r | r
o~ L =0 : .
9; g, + (ax.) AxJ _ (3.10)

Se as derivadas iniciais ndo permitirem que se chegue a solugao cor-

recta ou nao conduzirem a uma rapidez de convergencia satisfatoria, pode ser

necessario recalcula-las periodicamente.
A convergéncia do método de Newton-Raphson depende muito do tipo de

equagoes que constituem O problema e da soluc3o inicial escolhida. Sempre que

existam mGltiplas solucoes e @ convergencia nao se esteja a processar na di-
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reccio da solucao pretendida ou sempre que o método esteja a divergir, devem

. .

ser testadas outras solucoes iniciais.

No presente trabalho, as estruturas s3o discretizadas pelo metodo dos
elementos finitos e &-.considerada a formulacao correspondente ao método dos des
locamentos. Assim, as incognitas do problema sao os deslocamentos nodais e a

equagao que os permite calcular no caso do comportamento linear é a seguinte [5]

(3.11)

1R

1o
1
-

A equagao (3.11) representa um sistema de n equagoes lineares a
n incognitas, sendo K a matriz de rigidez, a o vector dos deslocamentos

nodais e f o vector das forgas exteriores que actuam Ros nos da estrutura.

Se o comportamento do material for nao linear, ie, se as suas pro-
priedades dependerem do grau de deformacdo, a matriz de rigidez K passa a
ser dependente dos deslocamentos e deixa de ser possivel o calculo destes com
o sistema de equacoes (3.11). Notando que 0‘pfoduto Ka representa as forgas

interiores para um determinado campo de deslocamentos, para haver equilibrio

tem de se verificar

f.(a) = F (3.12)

~i = ~e

Esta relacio também & valida para o regime nao linear e encontra-se
exemplificada para o caso unidimensional na Fig. 3.3 (ponto P). Se os desloca

mentos a n3o forem os correspondentes 3 solucao correcta, existe um vector

de forcas nao equilibradas y cuja expressao e a seguinte

pa) = £;(a) - f | (3.13)
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f; (a)A
Declive KO
Declive K!
[\V2| fe e J v E’/
- | '
[v 1| | '
| |
| !
7‘.—- l
[
0 ! |
9] | |
| |
I |
| [
i |
I |
| |
] |
| |
00 Ql1 le ;Q

[ Aa© L Aal L

Lt

Fig. 3.3 - Analise n3o linear pelo método de Newton-Raphson
de uma estrutura com um grau de liberdade
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0 problema consiste agora no calculo dos deslocamentos que verifi-

cam o seguinte sistema de n equagoes nao lineares a n incognitas

P(a) =0 (3.14)

e

Recorrendo ao método de Newton-Raphson, pode-se escrever de acordo

‘com (3.8)

o,
Tyl 4 () aal =0 (3.15)
Baj J

Atendendo a (3.13) verifica-se o seguinte

L Lok, (3.16)

em que Kij representa o termo genérico da matriz de rigidez tangencial K.

A eXpreésEo (3.15) passa a poder escrever-se

~

-

P+l " ks = 0 (3.17)

Uma vez que sao conhecidos os deslocamentos nodais na iteracao r,
e possivel calcular para essa mesma iteracao a matriz de rigidez tangencial
5r e as forcas nao equilibradas ?r. Estas ultimas sao calculadas com a ex-
pressio (3.13) aplicada a iteragao r. A expressao (3.17) corresponde portan

to a um sistema de n equagées lineares a n incognitas, que uma vez resql

vido permite obter uma solucao mais proxima da correcta
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(3.18)

Na Fig. 3.3 pode-se verificar a validade das expressces (3.17) e
(3.18) para o caso de uma estrutura com um grau de liberdade. Em problemas
estruturais, convem que a solucao inicial seja a correspondente a desloca-

mentos nulos.

Se na expre5556 (3.17) for utilizada em todas as iteragoes a matriz
de rigidez inicial 50, obtém-se a versao estrutural do método de Newton-
-Raphson modificado. Com a utilizacdo da matriz de rigidez da iteragao ante-
rior, consegue-se obter uma grande economia de calculo na resolucao do siste
ma (3.17). Por outro lado, pelo facto de a convergéncia ser mais lenta, tor-
na-se necessé}io efectuar um maior nimero de iteragoes. Estes dois factores
devem ser devidamente ponderados para que se obtenha uma economia real notem
po de execucdo do programa, mantendo uma precisdo de resultados aceitavel. Em
qualquer caso, as iteragoes sO terminam quando as forgas nao equilibradas
forem suficientemente pequenas.

Para o tipo de problemas analisados neste trabalho, o método de
Newton-Raphson converge. com facilidade, apresentando por vezes alguns proble
mas quando oéorrem descargas elasticas. Para obviar este inconveniente e com
vista a outros tipos de problemas, existem métodos, que resultam da inclusao

de determinadas técnicas [1] no método de Newton-Raphson, sem lhe alterarem

a sua estrutura fundamental.
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3.3 - ALGORITMO DE ANALISE NAO LINEAR DE ESTRUTURAS

Na analise n3o linear de estruturas, a divisao do carregamento num
determinado numero de incrementos tem vantagens, nomeadamente, o conhecimento
da evolucdo das tensdes e deformagdes e o aumento da precisao do método. Uma
vez que os incrementos de carga n3o sao infinitamente pequenos, & necessario
aplicar o método de Newton-Raphson a cada um deles para que os resultados nao
se afastem da solucao correcta. Na Fig. 3.4 encontra-se a representacao grafi
ca dos factos qué se acabam de referir para o caso dé uma estrutura com um
grau de liberdade. Recorrendo aoc meétodo de Newton-Réphson obtém-se as solugoes

P., P. e P, correspondentes a cada um dos niveis de carregamento com a preci-

17 2 3
sao que se desejar.- Se se considerar apenas um numero finito de incrementos

elasticos sucessivos, & manifesto que a solugao se vai afastando do comporta-

mento real (pontos Q> Q, e Q3)-

Se se incrementar indefinidamente a solicitagao, € possivel obter um
valor aprbximado da carga Ultima da estrutura. 0 seu valor encontra-se em prin
cipio entre o correspondente ao Gltimo incremento que &onvergiu e o primeiro
que nao convergiu, sendo este intervalo dependente da precisao exigida. Se se

pretende conhecer com rigor a carga de colapso da estrutura, os ultimos incre-

mentos da solicitacao devem ser muito pequenos.

A anilise n3o linear de uma estrutura pode ser efectuada com o algo-
ritmo simplificado da Fig. 3.5, considerando a divisao da solicitacao em varios

incrementos e a aplicacao do método de Newton-Raphson a cada um deles. Se se

tiver optado pelo método de Newton-Raphson modificado, em vez do calculo eagru

pamento das matrizes de rigidez e da resolu950 do sistema de equagSes, apenas
€ efectuada a eliminacao do novo vector solicitacao com os coeficientes que fo-~
ram guardados na iteragao anterior. 0 algoritmo da Fig. 3.5 & generico, manten

do-se valido na analise de qualquer tipo de estrutura com comportamento materi

almente nao linear.
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f, (a)h
Comportamento real
£a3 93 . >
© : | 3
|
|
Q2 |
er“ : pz :
I I
| |
' |
I ]
A ) : :
e d P .
| - | |
| | | I
| | | |
| I |
I | I
I I I
I I |
| [ }
|
! i } >
Cl‘I 0.2 '(13

Fig. 3.4 - An3lise n3o linear de uma estrutura com um grau de liberdade
considerando varios incrementos da solicitacao



( INTCIO )

4

Leitura e pré-processamento dos dados

Incremento da solicitagao

e

\4

Calculo e agrupamento das matrizes
de rigidez dos elementos

4

\ ° Resolucdo do sistema de equagoes (3.17)
1@ e calculo dos novos deslocamentos
O .
© nodais com (3.18)
I3
=
@ \
3
= Calculo das forcas nao equilibradas VY
que vao constituir o vector solicitagao

na proxima iteragao

Forcas U sao
suficientemente
pequenas?

NAO

Novo incremento da solicitagao

Safda dos resultados deste incremento

Terminaram oOs

NAO
incrementos ?

Fig. 3.5 -.Algoritmo de analise de uma estrutura com comportamento
materialmente nao linear.
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No presente trabalho, a fungao essencial do programa principal € a
de chamar sequencialmente as diversas subrotinas que realizam as tarefas in-
dicadas no algoritmo da Fig. 3.5. E também no programa principal que é efec-
tuada a gestao do ciclo de iteragoes e do ciclo de incrementos da solicitagao.
Assim, sempre que € alcangado o limite maximo de iteracoes fixado a partida,
o utilizador pode optar entre prosseguir com as iteragoes até um novo limite,
passar para o incremento seguinte apesar de o residuo ainda exceder o limite
tolerado, ou terminar a execngO‘obtendo também os resultados desse incremen-
to que nao convergiu. E de notar que quando se procede a um novo incremento
da solicitagdo, este & adicionado aos residuos correspondentes a ultima itera

¢30 efectuada, para que nao haja acumulagao de erros.

Na Fig. 3.6 encontra-se o diagrama de sequéncia do programa princi-

pal de analise nao linear de estruturas de betao armado, bem como um resumo

das funcoes de cada subrotina por ele chamada.

3.4 - DESCRICAO DE ALGUMAS SUBROTINAS

Vai-se em seguida proceder a descricao mais detalhada das subrotinas
que s3o chamadas pelo programa principal, exceptuando aquelas que sao analisa-

das nos capitulos 4 e 5.

- INPUT1

Esta subrotina comega por definir os valores maximos dos parametros

do problema, de modo a ser respeitado o dimensionamento de algumas matrizes
b

no programa principal. Em seguida procede a leitura no ficheiro de dados dos

parametros do problema, tais como nimero de nos, numero de elementos, etc.. A

partir desta subrotina é chamada uma outra denominada CHECK1,. que verifica



OO

\
INPUT1

INPUT2

LOADPS

ZERO

~1INCS=1,N. DE INCRE-
'MENTOS

INCREM

v

‘ I ITER=1,N. MAXIMO DE
I TERAGOES

ALGOR

STIF

STIFB

BAND

Leitura dos parametros

Leitura dos dados relativos a
geometria, condigoes de apoio
e propriedades dos materiais

Leitura das caracteristicas da

solicitacao e calculo das
forcas nodais equivalentes

Inicializacdo de algumas variaveis

infcio do ciclo de incrementos

incremento da solicitacao

Infcio do ciclo de iteragoes

Actualizagao do parametro que
define se a matriz de rigidez
é ou nao recalculada

Calculo e agrupamento das matrizes
de rigidez dos elementos finitos
isoparametricos

Calculo e agrupamento das matrizes
de rigidez dos elementos de barra

Resolugao do sistema de equagces
e calculo dos novos deslocamentos
nodais

Fig. 3.6 - Diagrama de sequencia do programa principal de analise

nao linear de estruturas

de betao armado




RES DU

RESIDUB

CONVER

0 residuo
relativo € menor que o
tolerado?

NAO

<
-

\4
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Calculo das forgas interiores que
correspondem ao campo de deslocamentos
para o caso dos elementos finitos
isoparametricos

Calculo das forgas interiores que
correspondem ao campo de deslocamentos
para o caso dos elementos de barra

Calculo das forgas nao equilibradas
Y e do residuo relativo

SIM

OUTPUT

FIM

Gravacao dos ficheiros de resultados

Fig. 3.6 - Diagrama de sequéncia do programa principal de analise n3o
linear de estruturas de betao armado (chtinuagao)
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se os parametros respeitam os limites maximos referidos e se se encontram den

tro dos seus campos de validade.

- INPUT2

Nesta subrotina sao lidos no ficheiro de dados o nimero do materiél
e os numeros dos nds correspondentes a cada elemento finito isoparamétricove
a cada elemento de barra. Em sequida a calculada a maxima diferenca entre nos
de um mesmo elemento. Designando este valor por m, o valor da semibanda vem
igual a 2x(m+1). Segue-se a leitura das coordenadas dos nos, caracteristicas.
dos apoios, deslocamentos fixos e propriedades dos materiais. Esta subrotina
termina com a definicao das constantes relativas a integracgao nuhérica e com
a chamada da subrotina CHECKZ.‘ Nesta subrotina s3o efectuadas diversas veri
ficacoes relativas a coeréncia dos dados ji lidos, tais como nés repetidos
num mesmo elemento, nés que nao pertencem a nenhum elemento, nds com mais do

que um apoio, etc..

- LOADPS

Nesta subrotina sao lidas no ficheiro de dados as caracteristicas da
solicitacao e sao calculadas as respectivas forcas nodais equiya]entes. A so-
licitacao pode ser de trés tipos: forgas nos hés, peso proprio e cargas distri
buidas normais ou tangenciais no bordo do elemento. 0 processo de cilculo das

forgas nodais equivalentes para cada tipo de solicitacao encontra-se detalhada

na ref. [2].

- ZERO

A funcao desta subrotina € a de inicializar com valor nulo algumas
varidveis, tais como parametros relativos a fissuragdo e esmagamento do bet3o

e variaveis que durante o método iterativo sao utilizadas como acumuladores.
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Sao exemplo deste tipo de variaveis as correspondentes a deslocamentos, ten-

soes, reacgoes, deformagoes plasticas efectivas, etc..

- INCREM

Nesta subrotina sdo lidas do ficheiro de dados as caracteristicas
do incremento, que sao respectivamente o acréscimo do factor de carga, o re-
siduo relativo tolerado, o numero maximo de iteragdes e um codigo que indica
se sao ou nao pretendidos no ficheiro de resultados, os deslocamentos, as ten
soes e as reacc¢oes. Em seguida o acréscimo da solicitagao correspondente aes
te incremento e somado ao vector dos residuos y e ao vector das forgas no-
dais exteriores fe' 0 primeiro vector € o utilizado como vector solicitacao,
enquanto que o segundo apenas sera utilizado na subrotina CONVER para o célqg

lo dos novos resfduos.

- ALGOR

Para cada iteragao e definido nesta subrotina o parametro KRESL, ao
qual recorrem as subrotinas seguintes para decidir se a matriz de rigidez da
estrutura é ou nao recalculada. 0 valor de KRESL depende do parametro NALGO,
que é lido no ficheiro de dados e permanece constante durante toda a analise

do problema. 0s valores possiveis de NALGO sao os seguintes:

0 -+ matriz de rigidez sempre calculada
-1 > matriz de rigidez so6 calculada na 12 iteracao do
19 incremento
1 - matriz de rigidez s6 calculada na 123 iteracao de

cada incremento
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2 =+ matriz de rigidez s6 calculada na 22 iteracao de
cada incremento
12 + matriz de rigidez s6 calculada na 12 e 22 jtera-

goes de cada incremento.

De qualquer modo, a matriz de rigidez da estrutura tem sempre que-
ser calculada na 13 jteracao do 12 incremento, correspondendo neste caso a

um comportamento elastico de todos os elementos.

- BAND

Nesta subrotina e resolvido o sistema de equacoes (3.17) e sao cal-
culados os novos deslocamentos nodais com a expressdo (3.18). E utilizado na
resolucao  do sistema o método de eliminacdo de Gauss para matrizes em banda
simetricas. Durante a resolugéo nao se recorre a ficheiros auxiliares, sendo
todas as variaveis mantidas na meméria central. Uma vez que o computador utj-
lizado possui 1 Mbyte de memoria central, é al possivel armazenar cerca de
250 000 numeros reais, nao tendo os problemas analisados necessitado de mais
do que 50% da memoria disponivel. Deste modo foi possivel reduzir significa-
tivamente os tempos de execugao relativamente a solugdo frontal utilizada na
ref. [1], sendo esta Gltima uma das melhores solucdes no caso de a memoria

central disponivel nao ser suficiente.

- CONVER

Nas subrotinas RESIDU e RESIDUB sao calculadas as forcas nodais in-
teriores que correspondem ao campo de deslocamentos. Nesta subrotina s3o-lhe
subtraidas as forgcas exteriores, obtendo-se assim as forgas nodais nao equili

bradas ou residuos. Em seguida € calculado o maximo residuo em valor absoluto
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e o residuo relativo, cuja expressao é a seguinte [1]

I

X
—
o
o

residuo relativo =

(3.19)

Nesta expressao, ¥ representa as forgas nodais nao equilibradas e

fe as forcas nodais exteriores.

Os residuos desta iteragao dao origem ao vector solicitacdo da ite-
racao seguinte. 0 ciclo de iteragdes termina logo que o residuo relativo se
torna inferior ao residuo relativo tolerado. 0 valor deste Gltimo é lido no
ficheiro de dados e pode variar de incremento para incremento, tendo sidocon

siderado no presente trabalho com um valor da ordem de 1%.

- QUTPUT

Esta subrotina apenas se destina a gravacao do ficheiro de resulta-

dos. Conforme o codigo de saida de resultados, para cada incremento podem ser "

obtidos:

- deslocamentos nodais segundo as direccoes x e Yy
- tensoes o , O e T . nos pontos de Gauss, bem como as
X Y Xy
correspondentes tensoes e direccoes principais
- deformagao plastica efectiva nos pontos de Gauss

- codigo de fissuracao e direcgao das fendas nos pontos de Gauss

- reacgoes correspondentes aos deslocamentos fixos.

Alguns destes resultados sao tambem gravados noutros ficheiros com

vista ao seu tratamento grafico.
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CAPITULO 4 - MODELACAO DO COMPORTAMENTO DA ARMADURA

4.1 - INTRODUGAO

Tendo em vista o estudo do bet3o armado, surge a necess i dade de de-
finir dois tipos de elementos finitos com propriedades diferentes: um para si
mular o betdao e o outro a armadura. No presente trabalho &€ descrito em primei
ro lugar o elemento finito que simula a armadura, visto ser este consideravel

mente mais simples do que o correspondente ao bet3o.

No caso das estruturas de betao armado que possam ser analisadas co
mo um estado plano de tensao, a armadura pode ser simulada de diversas manej-
ras. Na referéncia [1] sao utilizados elementos finitos isoparametricos seme-
Thantes aés utilizados para representar o betao. A matriz de rigidez desses
elementos € calculada supondo que a armadura se desenvolve segundo uma linha
de n (ou €) constante e apenas possui rigidez segundo o seu eixo (Fig. 4.1).
Este elemento tem a vantagem de utilizar as mesmas funcdes de forma do elemen
to que representa o betao. Tem no entanto o inconveniente de com ele apenas
se poderem representar tracados de armadura relativamente simples e de estes

se terem de desenvolver segundo linhas de & ou n constantes.

No caso de se poder considerar a armadura distribuida continuamente,
e também possivel utilizar elementos finitos semelhantes aos que representam
o betao. Com esse fim, substitui-se o conjunto dos vardes por uma chapa que para
cada direcgao tem uma espessura equivalente a armadura nessa direccao (Fig. 4.2).
No calculo da matriz de rigidez do elemento, tém de se.considerar espessuras

diferentes para as duas direccoes e recorrer a seguinte matriz de elasticidade
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Armadura

>X, U

Flg L.1 - Representagdo discretizada da armadura com elementos
finitos isoparamétricos [1]

Armadura
sequndo x

Armadura
segundo y

> X

Fig. 4.2 - Representacao distribuida da armadura com elementos
finitos isoparamétricos
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E 0 0
D=120 E 0 (5.1)
0 0 0

A principal vantagem deste processo & a possibilidade de serem repre
sentadas grandes quantidades de armadura com um pequeno volume de dados. Tem
no entanto a desvantagem de representar com dificuldade armaduras individuali-

zadas.

Nos»dois processos apresentados apenas €& tida em conta a rigidez axial
da armadura. A incluséé da resistencia por corte da armadura é possivel com a
utilizacao de elementos finitos isoparamétricos que possuam uma das dimensdes
muito pequena (Fig. 4.3). E também necessdrio utilizar a expressio (2.71) da
matriz de elasticidade D e considerar como espessura do eiemento um valor que
muitiplicado pela sua menor dimensdo dé como resultado a area da secgao trans-
versal da armadura. Este processo tem o inconveniente de sO permitir a coloc;-
¢ao da armadura na transicao entre elementos correspondentes ao betéoi Pelo
facto de se utilizarem elementos finitos isoparamétricos distintos dos do be-

tao, nos casos em que existam varias armaduras distintas, o nimero de nés do
problema cresce consideravelmente.
No presente trabalho, para representar a armadura foram utilizados

elementos finitos de dois nos, que passarao a ser designados por elementos de

barra (Fig. 4.4 e 4.5). Este elemento apenas resiste a esforgos axiais, n3o

sendo nele incluida a resisténcia por corte da armadura. Esta sera indirecta-

r mente considerada no betao fissurado que € descrito no préximo capitulo. A
'
! principal vantagem do elemento de barra & a sua versatilidade na representacdo

de tracados de armadura complicados (Fig. 4.4). Uma vez que a armadura & dis-

cretizada, é possivel conhecer a evolugcao das tensoes ao longo de cada var3o.
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Fig. 4.3 - Repreéentagéo discretizada da armadura com elementos
finitos isoparamétricos
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Fig. 4.4 - Representacao discretizada da armadura com elementos

de barra



Fig. 4.5 - Elemento de barra
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Nos problemas em que a armadura seja constituida por um grande numero de varoes
dispersos, a utilizacao do elemento de barra tem o inconveniente de tornar ne-

cessario o fornecimento de um grande volume de dados.

Qualquer que seja o processo de representacdo da armadura, a conside
ragao do comportamento nao linear & efectuada de um modo semelhante ao que se

apresenta em seguida para o elemento de barra.

L.2 - CARACTERTSTICAS DO ELEMENTO DE BARRA

Na Fig. 4.5 esta representado um elemento de barra que liga o né m
ao né n, sendo (XIXZ) o referencial geral do probliema e (x;xé) o referen
cial local da barra. A relagao entre forgas e deslocamentos nas extremidades

da barra no referencial local € a seguinte

r ' N\ 3 l 3
fr [ 0 -1 0 (am
) 1
£l o 0 0 0 0 al,
== : (4.2)
! - o 1 o ]a |
fr -1 al
!
£l 0 0 0 0 a,
) \ J J

sendo E o modulo de elasticidade, A a area da seccao transversal e L o

comprimento da barra

L = V/(Ax1)2 + (sz)2 (4.3)
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A relagao (4.2) pode-se escrever condensadamente do sequinte modo

Definindo a matriz de transformacao T como sendo

seng

pode-se escrever

cosa

- =senqg

L
sz/

t=h

seng 0

cosqg 0
0 - cosa
0 -seng,

cosq = Ax]/L

seng

Ccosq

Atendendo a que a matriz de transformagao & ortogonal

obtem-se sucessivamente

Uma vez que

[ ol]

(h.4)

(4.5)

(4.6)

(%.9)

(4.10)
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conclui-se que a matriz de rigidez K se pode obter com a seguinte expressao

t R
I
t—
R
|

(4.11)

A variacao do comprimento do elemento de barra é calculada com a se-

guinte expressao

AL = (an]-am1)cosa + (anz—amz)sena (4.12)

4.3 - COMPORTAMENTO ELASTO-PLASTICO

Quer para agos ducteis como para agos duros sao considerados diagra-
mas tensoes-deformacoes bilineares. No caso dos acos dicteis & desprezado o en
durecimento sendo portanto nulo o mddulo elasto-plastico tangente ET (Fig.4.6).
No caso dos agos durcs o valor de ET é aquele que melhor aproxima o diagrama

o-£ apos o limite de cedéncia (Fig. 4.6).

Uma vez que no referencial local o comportamento do elemento de barra
e unidimensional, & possivel recorrer as expressoes deduzidas para este caso no
Capitulo 2. Apresentam-se em seguida apenas as expressoes fundamentais corres-

pondentes ao regime elasto-plastico (Fig. 4.7) [2].

de = de_ + dep (4.13)
E = do/de, ' (4.14)
H' = dcr/de:p (5.15)
E. = do/de (4.16)
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Fig. 4.6 - Diagramas tensoes-deformacoes bilineares para
acos ducteis e duros
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Fig. 4.7 - Diagrama tensdes-deformacdes bilinear
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X
I

- ET/(1—ET/E) (4.17)

= EH'"/(E+H') = E[1-E/(E+H")] (4.18)

m
1

Atendendo ao endurecimento, o critério de cedéncia do elemento de
barra e o sequinte (Fig. 2.18)

o= 02 + H! € | (4.19)

Uma vez que em cada iteracao o valor de ep € igual ao somatorio
dos Aep das iteragoes anteriores, torna-se necessario deduzir uma expressao

que permita calcular dep. Assim,

dep = de/(1+H'/E) (4.21)

Uma vez que o diagrama o-¢ € bilinear, esta expressao permanece
exacta para incrementos finitos da deformagcao (Ae). Recorrendo 3 express3o
(4.12) é possivel em cada iteracao calcular o AL de cada barra, vindo

Ae = AL/L.
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4.L - DESCRICAO DA SUBROTINA STIFB

A subrotina STIFB e chamada pelo programa princfpa]. A sua fungdo &
a de calcular a matriz de rigidez elasto-plastica de cada barra e agrupa-la
na matriz de rigidez-global. Nesta subrotina & também agrupado no vector soli
citagao global o vector solicitac3o de cada barra. Este apenas contém os rési
duos correspondentes a iteragdo anterior, porque as éches exteriores estao

associadas aos elementos finitos isoparamétricos.

Esta subrotina recorre ao pardmetro KRESL, que foi definido na subro
tina ALGOR. So quando o seu valor for igual 3 unidade, é que o calculo e agru-

pamento das matrizes de rigidez é efectuado.

Quando a deformagao plastica (Ep)' é maior do que zero, o cilculo da
matriz de rigidez e efectuado com o médulo elasto-plastico tangente (ET), se-

nao é utilizado o modulo de elasticidade (E).

Na Fig. 4.8 encontra-se o diagrama de sequéncia da subrotina STIFB.

L.5 - DESCRICAO DA SUBROTINA RESIDUB

Da resolugao do sistema de equacoes (3.17) resultam as variacdes dos
deslocamentos nodais na actual iteracao (Agr). Em seguida sao chamadas pelo
programa principal as subrotinas RESIDU e RESIDUB, cuja funcao € a de calcular
as forgas interiores correspondentes ao campo de deslocamentos (fi(é)), Apri-

meira diz respeito aos elementos finitos isoparamétricos e sera descrita no Ca-

pitulo 5.

Na subrotina RESIDUB sao efectuadas para cada elemento as seguintes

operagoes:



NAO
KRESL = 17
SIM
— 1 =1, N2 DE ELEMENTOS DE BARRA >
NAO SIM

Calcular a matriz
de rigidez da
barra com E(4.9)

Calcular a matriz
de rigidez da
barra com ET (k.9)

!

Agrupar a matriz de rigidez
da barra na matriz de rigi-
dez global

Pt
\J\

Agrupar o

da barra no vector solicita-
gao global

vector solicitacao

FIM

Fig. 4.8 - Diagrama de sequéncia da subrotina STIFB
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Calculo de AL com os deslocamentos Aa' recorrendo a

expressao (4.12)
Calculo da variacdo da deformacio Ae' = AL/L

Calculo da variacdo da tens3o supondo o regime elastico

r r
Ao = EAe
e
Calculo da tensdo correspondente 3 actual iteracao supondo
. - .. r r
o regime elastico 0, =0 + AOe

Calculo da tensao de cedéncia correspondente 3 dltima ite-

- ) r-1
racao atendendo ao endurecimento (4.19) o, = 02 + H' €

Se | og | < | o

- A carga ou descarga € efectuada em regime elastico
sendo considerada como tensao correspondente 3 actual

~ .- r
iteracao (or) o valor ja calculado de a,-

senao

o

'A carga é efectuada em regime elasto-plastico sendo
necessario definir o valor de R (Fig. 4.9 e 4.10) [2].

- Se | Or-lf

< Oc entao a barra passou do regime eléi
. : - . r r r-1

tico para o plasticoe R = (Ioel - OC)/(|Oel -l D
(Fig. 4.9) senao a barra ja estava em regime plastico

e R=1 (Fig. 4.10).

- A tensao correspondente a actual iteracdo é calculada

- -1
com a expressio o =a  + (I-R)Aog + s AeTI sendo

AETI = R A" (Fig. 4.9 e 4.10).



.91,

- A variacao da deformagao plastica efectiva & calculada

com a expressao AE; = Aeyl/(1+H'/E) (4.21)  sendo
ASTI = Rae’ (Fig. 4.9 e 4.10). A AET nao corresponde

qualquer variagao da deformagao plastica efectiva.

- A deformagao plastica efectiva correspondente a actual

- ~ - ~ r
iteracao e calculada com a expressao ep = € + Aep.

- Calculo do esforgo axial N na barra multiplicando o pela

area da seccao transversal.

- Calculo das forgas interiores fi(a) projectando o esforgo

axial da barra no referencial geral.

Recorrendo as Figs. 4.9 e 4.10, pode-se verificar que R é a fraccao

de AOQ que tem de ser modificada pelo facto de ter havido plastificacao. Aten

dendo a semelhanga dos triangulos (ABE) e.(ACD), verifica-se que a R = AB/AC =
= BE/CD. E também de notar que a consideragao de R =1 permite utilizar no

caso da Fig. 4.10 as expressoes relativas ao caso da Fig. 4.9.

Na Fig. 4.11 encontra-se o diagrama de sequéencia da subrotina RESIDUB.
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Fig. 4.9 - Variagao
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Fig. 4.10 - Variac3o da tensao e da deformagao de uma barra
ja plastificada
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Fig. k.11 - Diagrama de sequéncia da subrotina RESIDUB
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Fig. 4.11 - Diagrama de sequéncia da subrotina RESIDUB (continuacao)
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CAPITULO 5 - MODELACAO DO COMPORTAMENTO DO BETAO

5.1 - INTRODUGAO

No presente trabalho apenaé sao analisadas estruturas de betao arma-
do, que com suficiente rigor possam ser consideradas como um estado plano de
tensao. Neste capitulo € descrito o elemento utilizado para representar o be-
t30. Entre os varios tipos de elementos disponiveis, desde o triangular de de
formacao constante ao isoparamétrico cubico, foi escolhido o isoparamétrico
parabolico (de oito nos) por ser aquele que apresenta um melhor compromissoen
tre complexfdade, precisdo, versatilidade na adaptacao a geometria da estrutu-

ra e numero de graus de liberdade necessarios para cada problema.

0 tipo de integracao numerica utilizada é a que recorre a 2x2 pontos
de Gauss (Fig. 5.1). Este tipo de integragdo fornece resultados semelhantes ou
por vezes melhores do que a que recorre a 3x3 pontos de Gauss e tem ainda a

vantagem de necessitar de menos operacoes de calculo [&4].

A aderencia entre as armaduras e ©O bet3o foi considerada perfeita, nao
tendo sido utilizados elementos de aderéncia. 0 recurso a este tipo de elementos
apenas & importante quando a solucao do problema for condicionada por deslizamen
tos na amarracao de armaduras. No presente trabalho admite-se que as armaduras
possuem comprimentos de amarracdo suficientes ou dispositivos de ancoragem que

assegurem uma transferéencia dos esforgos a que estdo sujeitas para o betao.

A fendilhacdo do betao pode ser simulada fundamentalmente por dois
processos distintos. 0 primeiro consiste na considera956 das fendas localiza-
das, sendo necessario introduzir modificacoes na malha de elementos finitos
sempre que a fenda progrida (Fig. 5.2) [2]. Seaprogressao da fenda for peque

na, uma modificacdo das coordenadas dos noés é suficiente, caso contrario sera



Fig. 5.1 - Elemento finito i soparamétrico parabélico (8 nos)
com integragéo em 2x2 pontos de Gauss

Fig. 5.2 - Fendas localizadas



nacessario reformular completamente a malha introduzindo novos nés. 0 segundo
processo consiste na consideracao de um grande ndmero de fendas distribuidas
dentro do elemento (Fig. 5.3) [2]. As fendas podem ter uma direcgao qualquer,
que pode nao ser a mesma para pontos de Gauss diferentes. 0 efeito da fendi-
lhacao é incluido no problema modificando o médulo de elasticidade do betao

na direccao perpendicular a das fendas.

A consideracao das fendas localizadas & importante se o comportamen-
to da estrutura for condicionado por um nimero pequeno de fendas ou se se pre-
tender analisar uma estrutura ja fissurada. As desvantagens deste metodo sao a
necessidade de redefinir a malha quando a fenda progride e a obrigatoriedade

de as fendas se situarem na transicao entre elementos.

0 modelo das fendas distribuidas nao apresenta as desvantagens do das
fendas localizadas e fornece bons resultados para o comportamento global da
estrutura. No presente trabalho, uma vez que nao era pretendida uma analise

detalhada da fissuracao, foi adoptado o modelo das fendas distribuidas.

5.2 - CARACTERISTICAS DO ELEMENTO FINITO ISOPARAMETRICO
Apresentam-se em seguida as caracteristicas do elemento que nao de-
pendem do comportamento nao linear.

A matriz de rigidez supondo o comportamento linear e para estados

planos de tens3ao tem a seguinte expressao

K=| B DBhdQ (5.1)
Coe
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em que § representa a area do elemento, D a matriz de elasticidade defini-

da no Capitulo 2, h a espessura e B a matriz das derivadas das funcoes de

-~

Ly DL
SR RG] ;_-L;].

No referencial local do elemento (&, n) a expressao (5.1) passa a

ser

5=} ?TPQhIQIdEdn (5.2)
' -1 J-1

em que 'IJI é o determinante da matriz Jacobiana correspondente a mudanca de

referencial.

A integracao numérica de (5.2) é efectuada com a seguinte expressao

DBhHh [J)g = W_W] (5.3)
T tp, g P A

sendo n. o© nimero de pontos de Gauss em cada direcgao, Ep e nq as coorde-

nadas locais dos pontos de Gauss e Wp e Wq os pesos associados a cada ponto
de Gauss.

De acordo com o algoritmo de analise nao linear, € necessario calcu-
lar os residuos § depois da resolugao do sistema de equagoes (Fig. 3.5). Com
esse fim & utilizada a expressdao (3.13), que requer o calculo das forgas inte-
riores correspondentes ao campo de deslocamentos (fi). No caso dos elementos

finitos isoparamétricos e utilizada a seguinte expressao [4]
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Procedendo de um modo semelhante ao utilizado na dedugao da expresséo

da matriz de rigidez, obtém-se sucessivamente

+1 [+1 T
f.o= ~B g h |J]| dg dn ’ (5.5)
' -1 J-1
" g
fo= I z [(ngh 'fl)é oW W1 (5.6)
p=1 g=1 p, 'q P 9 |

Esta expressio permanece valida no caso de as tensoes O resulta-

rem de um comportamento nao linear.

As subrotinas STIF e RESIDU recorrem a quatro subrotinas que nao de-
pendem do comportamento nao linear e que se encontram detalhadas na. referéncia

[3]. Apresenta-se em seguida apenas um resumo das fungoes de cada uma delas.

- MODPS

Nesta subrotina é calculada a matriz de elasticidade D supondo o

regime linear. Sao utilizadas as expressoes (2.66) ou (2.71) conforme se tra-

te de um estado plano de deformacao ou de tensao respectivamente.

- SFR2

Nesta subrotina sdo calculados os valores nos pontos de Gauss das
funcoes de forma N e das respectivas derivadas em ordem as coordenadas §
e n (3N/3E e dN/3n). Quer as coordenadas dos pontos de Gauss, quer estas

expressoes, encontram-se definidas no referencial local (£, n) [4].
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- JACOB2

Nesta subrotina sao calculadas em primeiro lugar as coordenadas car-
tesianas dos pontos de Gauss no referencial geral. Segue-se o calculo dos valc
res nos pontos de Gauss da matriz Jacobiana J, do determinante e da inversa

desta matriz e das derivadas cartesianas das funcoes de forma (3N/dx e

BN/By).

- BMATPS

A funcao desta subrotina é apenas a de construir a matriz B com

as derivadas cartesianas das funcdes de forma (dN/9x e BN/dy), sendo estas

calculadas na subrotina JACOB2.

5.3 - CARACTERTSTICAS DO BETAO

Apresentam-se em seguida as caracteristicas e propriedades do betao

que foram consideradas no respectivo modelo de comportamento.

Na Fig. 5.4 [2] encontra-se o diagrama tensoes-deformagoes uniaxial
de um provete de betao simples. 0 comportamento a compressao simples admite-se
bilinear sem endurecimento, sendo fc a tensao de cedéncia. Uma vez que de-
pois de ter sidoalcancada a tensao maxima a resistencia do betao comeca a di-
minuir, convém limitar as deformacoes. Admite-se simplificadamente que para
deformacoes superiores a Ece ocorre o esmagamento do betao e a respectiva
resisténcia passa a ser nula. 0 valor de €e considefa-se habitualmente com-

preendido entre 0.003 e 0.005 [2].

0 comportamento a traccao simples admite-se linear, sendo o modulo
de elasticidade igual ao considerado na compressao simples. Quando & alcangada

a tensio f., o betdo fissuraeasuaresisténcia passa a ser nula.
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Na Fig. 5.5 [5] encontra-se representada a superficie de cedéncia
experimental correspondente a provetes de betao sujeitos a um estado plano
de tensan. A curva desenhada € a que melhor aproxima os resultados dos ensaios
realizados com os provetes representados na figura. A dispersao dos resultados
é muito maior quando ha tracgoes, sendo este facto consequéncia das imperfei-

coes mais ou menos aleatorias existentes nos provetes.

‘Na Fig. 5.5 [5] pode-se observar que quando existem compréssées nas
duas direccoes, a tensao de cedéncia a compressao € cerca de 20% superior a
correspondente ao ensaio uniaxial (fc). No caso de existirem traccoes nas duas
direccoes a resisténcia a tracgao mantém-se praticamente constante e igual a
do caso unidimensional (ft). Para combinagoes de tfacgaes com compressoes, o
valor da resisténcia a tracgao vai diminuindo a medida que as compressoes trans

versais aumentam.

A superficie de cedencia considerada no programa de calculo automa-
tico é semejhante a experimental e encontra-se representada na Fig. 5.6 [6].
Nessa figura, a curva (ADC) corresponde ao critério de cedéncia de Von Mises
para estados planos dé tensao, considerando o, = fc. Tal como foi exposto
no Capitulo 2, . corresponde a tensao de cedéncia num ensaio uniaxial. Os
segmentos (AB) e (BC) sao paralelos aos eixos coordenados, limitando as ten-

sées de tracgao a um valor f_, que corresponde a resisténcia a traccao
uniaxial.

Sempre que ao estado de tensao correspoﬁder um ponto no interior da
superficie de cedéncia, admite-se que o comportamento do betao € linear elas~-
tico.

Se a curva (ADC) for alcangada, o betao plastifica sem endurecimento
(H'=0), comportando-se a partir dal de acordo com a lei de escoamento plasti-

co definida no Capitulo 2.
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Do mesmo modo que para o caso uniaxial, convém limitar as deformagoes
do betao plastificado. Com esse fim & definido no espago das componentes da de
Tormagao um critério de rotura por esmagamento semelhante ao de Von Mises. De-

finindo a deformacao equivalente € com a seguinte expressao [2]

= _ 2 2 _ 2
€ = v/ex tes -l ¥ 3yxy/4 (5.7)

admi te~-se que ocorre o esmagamento do betao quando € exceder € o A este

ultimo atribuem-se valores semelhantes aos referidos para o caso uniaxial.

Relativamente a superficie de cedencia da Fig. 5.6 [6], admite-se
que o betao fissura se a limitacao imposta pelos segmentos (AB) e (BC) for
alcancada. Para proceder a esta verificagao & necessario calcular as tensoes

principais, sendo utilizadas as seguintes expressoes (Fig. 5.7)

a = {atn[ZTXy/(cx—oy)]}/Z

(5.8)
(-m/4 sagw/hk)
- 2 o sen?a + T sen2a .
o, = 0, cos’a + 0 Xy (5.9)
- 2 o cos?a - T sen2a .10
Oy o, sen‘a + y xy (5.10)

Utilizando o angulo o que se obtém com (5.8) nas expressces (5.9)

e (5.10), obtém-se as tensoes principais oJ e 0; (T;y = 0). 0s eixos x' e

y' s3o portanto paralelos as direcgoes principais de tensao.

Convém assinalar em primeiro lugar que, quer o estado de plastifica-
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Fig. 5.7 - Referenciais considerados no estudo da fendilhacao
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¢ao, quer o estado de fendilha¢do, pode variar de ponto para ponto de Gauss.
C primeiro e definido pela deformagao plastica efectiva e o segundo ¢ defini-
~do pelo angulo e codigo de fendilhacdo. A deformacao plastica efectiva encon-

tra-se definida no Capitulo 2. 0 angulo e codigo de fendilhacio apresentam-se

em seguida.

Na Fig. 5.8 encontra-se representado o modo como & definido o angulo
das fendas (y). Este corresponde ao angulo entre o eixo x e-a direccio da
primeira fenda que se formar nesse ponto de Gauss. Assim, se apenas O; exce-
der ft’ entao Y = a, sendo a.fenda 1 paralela ao eixo x' (Fig. 5.8a)); se
apenas oi exceder ft’ entao y = a- /2 se a for positivo ou Y=o+ 1/2
se o for negativo, sendo a fenda 1 paralela ao eixo y' (Fig. 5.8b)); se
o; e 0; excederem ambos ft, considera-se Y = a, a fenda 1 paralela a
x! eva fenda 2 paralela a y' (Fig. 5.8a)). Deste modo o angulo Yy varia de
-m/2 a T7/2, representando todas as ofientagEes possiveis da fenda 1. 0 valor

do dngulo Yy é fixado na iteragao em que a fenda se forma e nunca mais & al-

terado.

Os pontos de Gauss ja fissurados numa direcgdo podem posteriormente
fissurar noutra direcgéo: Admite-se simplificadamente que esta segunda direc-
cao é perpendicular a primeira. Esta simplificacao nao introduz erros signifi
cativos porque a resisténcia do betao fissurado em duas direcgdes distintas
é.muito pequena, quaisquer que sejam essas direcgdes. Por outro lado nos exem
plos analisados no Capitulo 6, verificou-se que o numero de pontos de Gauss

fissurados nas duas direccoes & muito reduzido.

Definido o angulo Y, surge a necessidade de definir o outro parame-
tro que caracteriza o estado de fendilhacao. Esse pardmetro é o cGdigo de fen-
dilhacao associado a .cada uma das fendas de cada ponto de Gauss. As fendas 1

e 2 podem portanto estar associados codigos de fendilhagao diferentes. 0s valo
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Fig. 5.8 - Definigdo do angulo das fendas (v)
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res possiveis dos codigos e os respectivos significados sao os seguintes

0 - N3o fendilhado

1 - Fendilhado com a fenda aberta

2 - Fendilhado com a fenda fechada (regime elastico)

3 - Fendilhado com a fenda fechada (regime plastico)

L - Nao fendilhado e plastificado (s6 no caso da fenda 2)

5 - Esmagado (em ambas as direccoes).

Na Fig. 5.9 encontram-se representadas esquematicamente as varias

situacoes possiveis da fenda 2 e os respectivos codigos de fendilhacao.

0s codigos 0, 1, 2 e 3 sao possiveis e independentes para as duas
direccoes das fendas. 0 codigo 4 sé.é possivel para a segunda fenda porque
se a primeira fenda nao se tiver formado, o ponto de Gauss esta nao fendilha
do e possui um comportamento elasto-plastico isotropico a duas dimensces de-
finido pelas expressoes do tapftulo 2. Nos pontos de Gauss fendilhados, admi
te-se que o esmagamento do betao ocorre quando -€, ou —E; excedem €’
tendo este sido jé definido. Quando o esmagamento do betao ocorre numa dag QL

reccoes, o codigo 5 € atribuido a ambas as direcgoes.

No seguinte esquema estao indicadas as diversas possibilidades de

alteragao do cédigo de fendilhagao

O,
5?@&

ol
A O/
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Fig. 5.9 - Representagao esquematica do estado de fendilhacao
e respectivo codigo
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E de notar que a passagem do conjunto (0,4) para o conjﬁnto (1,2,3)
e irreversivel, porque corresponde 3 formacdo.da fenda. A passagem directa de
0 ouk para 2 ou 3 nao é permitida, porque nao é possivel a fenda fechar na
mesma iteragao em que se forma. Admite-se que, qualquer que seja a situagao

do ponto de Gauss, pode ocorrer o esmagamento do bet3o, sendo este irreversi-

ve].b

‘0 facto de o carregamento da estrutura ser monGtono crescente nao
impede que nalguns pontos de Gauss ocorram descargas. Estas siao devidas a re-
distribuicoes de esforgos inerentes ao préoprio método de analise n3o linear.

De qualquer modo, estas descargas so raramente provocam o fecho das fendas.

Nos exemplos estudados verificou-se que a ocorréncia de esmagamento
do betao num dos pontos.de Gauss tornava praticamente impossivel a convergen-
cia desse incremento. Admite-se que a carga correspondente a um incremento que

nao converge € superior a carga de colapso da estrutura.

A fendilhagao e o esmagamento do betao sao incluidos no método de

analise nao linear por intermédio da substituicao da matriz D ou D que
relaciona as tensoes com as deformagoes (expressoes (2.29) ou (2.52)). No re
ferencial geral (xy) a matriz relativa ao betao fendilhado ou esmagédo sera
designada por D ; no referencial local da fenda (x'y') sera designada por
!

No calculo da matriz Ef € necessario proceder a tran§forma96es en
tre o referencial geral (xy) e o referencial local da fenda (x'y'). 0 3ngulo
considerado nas transformacoes € o angulo Yy entre o eixo x e a fenda 1
(Fig. 5.8). Por este motivo, no calculo da matriz 9f >o eixo x'  do referen
cial local da fenda coincide sempre com a fenda 1 (Fig. 5.8a)). No Apéndice ||

encontram-se as expressoes que permitem calcular Qf a partir de D¢ e do an

gulo Y.
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A matriz 9% depende do estado de fendilhacao do ponto de Gauss e
do facto de ter ou nao ocorrido o esmagamento do betdo. 0 cddigo de fissura-
cao permite conhecer a situagao do ponto de Gauss e definir a respectiva ma-
triz 9%. Uma vez que oﬁ;oeficiente de Poisson do betao fissurado se conside-

ra nulo, & matriz D% genérica é a sequinte

r 3
Kz E 0 0
91',_ = 0 : K] E 0 (5.11)
0 0 B G
\ )
G = E/[2(1+V)] = E/2 (5.12)

em que E & o médulo de elasticidade do bet3o em regime elastico, v é o coe
ficiente de Poisson, K] e K2 sao coeficientes que dependem do codigo de fen
dilhacdo e B & o coeficiente de retencdo da rigidez distorcional que sera

definido adiante.

0 coeficiente K1 depende do codigo relativo a fenda 1 e o coeficien

te K2 do relativo a fenda 2. Se o codigo relativo a fenda i for 0 ou 2,
o respectivo coeficiente Ki tem o valor 1. Para os restantes codigos Ki tem
um valor nulo (ver Fig. 5.9). Se tiver ocorrido o esmagamento do betdo (codigo

5), os coeficientes K K2 e B sao considerados nulos.

1°
Na matriz 9%.(5.11) relativa ao betao fissurado foi considerada uma
fraccao da rigidez distorcional G, tendo-se multiplicado esta por um factor B,
que de um modo geral pode tomar valores entreAO e 1. A justificacao para a utj-
lizacdo de um coeficiente B diferente de zero é o facto de entre as faces da

fenda ainda existir a possibilidade de serem transferidas tensoes tangenciais.



w117,

Este fenomeno € devido essencialmente ao facto de as faces da fenda serem
irregulares e estarem engrenadas uma na outra. Se a fenda for atravessada por
armaduras, o afastamento entre as féces'da fenda € contrariado pelo desenvol-
vimento de tensGes normais que mantém as faces engrenadas (Fig. 5.10 [2]). A
presenca destas tensoes normais permite ainda que se possam desenvolver ten=
soes tangenciais de atrito. Se a fenda for atravessada por armaduras de gran-
de diametro, a‘respectiQa resisténcia por corte pode também ser‘considerada

como rigidez distorcional do betao armado fissurado (Fig. 5.11 [7]).

Na referencia [2] € considerado para B um valor constante igual a
0.5. No presente trabalho o valor de B considera-se linearmente dependente
da deformagao na direccdo perpendicular a da fenda [8]. Assim, quanto maior
for esta deformagao, menor é o efeito da engrenagem entre as faces da fenda
e menor e o valor de ‘B. Na Fig. 5.12 encontra-se representada esta relacao

cuja expressao analitica e a sequinte

B = Bi(1-ec/ecdm) | _ (5.13)

Para valores de €. superiores a € cdm admite-se que a rigidez dis
torcional do betao fissurado € nula. Os valores mais aconselhaveis para € cdm

situam-se entre 0.002 e 0.004 e para Bi entre 0.2 e 0.5,

Existe ainda outra caracteristica que € fundamental incluir no mode-
lo de comportamento do betao. Como consequéncia da utilizagao do modelo de fen
das distribuidas, esta-se a considerar que na area correspondente a um ponto
de Gauss fendilhado existe um nimero .infinito de fendas e que os vardes que as
atravessam se comportam como isolados. Deste modo, esta-se a desprezar o facto
de a distancia entre fendas ser finita e de o betao entre fendas ainda resistir

a traccdo, conferindo por aderéncia uma rigidez adicional ao conjunto armadura-

-betao fendilhado.
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Fig. 5.10 - Retencao da rigidez distorcional no betao fissurado
devida a engrenagem entre as faces da fenda

Fig. 5.11 - Retencao da rigidez distorcional no betao fissurado
devida a resisténcia por corte da armadura
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Fig. 5.12 - Relagdo entre o coeficiente B e a deformacdo
na direccao perpendicular a(fenda
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Para incluir este facto na analise da estrutura é suficiente que ao
calcular os residuos da iteracdo sejabatribufda ao betao fjssurado_uma resis-
téncia média a traccao [2]. Considera-se também que esta resisténcia adicional
.decresce com a dequmaééo do betao na direcgao perpendicular & fenda (Fig.5.13),

sendo a respectiva equaciao

€ - €
7, =3ft ctm ¢ (5.14)
3 ctm ch
(ecf S B S ctm)

Nesta expressao o, e € sao respectivamente a tens3o média e a
deformacao na direcgao perpendicular 3 fenda; €t é a deformacio correspon-

dente ao infcio da fendilhacdo (=ft/Ec); € é a deformagdo a partir da

ctm
qual se considera que o betao entre fendas deixa de contribuir significativa-

mente para a rigidez media do conjunto.’

0 diagrama tens5es-deforma96es‘do betao fissurado varia muito de au-
tor para autor. Na referéncié [2] os pontos A e B (Fig. 5.13) coincidem e o
diagrama entre B e C e parabolico. Alguns autores definem €crm €M funcao
de ¢ £ variando o quociente entre ambos de 5 a 25. No presente trabalho atri
bui-se a € e UM valor ligeiramente inferior a Ssyd (=fsyd/ES). A justifi-
cacao deste procedimento apresenta-se em seguida.

A atribuicdo de uma resisténcia média ao betdo fissurado provoca uma
diminuicao da tensado na armadura. Esta tensao reduzida apenas estad correcta em
termos médios, sendo inferior a tensao instalada na seccdo da fenda. Se o co-
lapso da estrutura ocdrrer por plastificacao da armadura, o valor da respecti-

va carga pode vir afectado pelo facto de se considerarem instaladas na armadu-

ra tensoes inferiores as que se verificam na seccao da fenda. Ao considerar



.120.

Ve
ft4+——————— A
2 B
3ft- ————— - |
|
l
!
7Y SR/ S :
| }
= |
z | s _
0 Ecf Ec Ectm Ec
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3 fenda incluindo a retencao de tensoes de tracgao
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ectm menor que Esyd esta garantido que quando a armadura plastificar as ten-
soes nele instaladas ja sao as correctas, porque ja nio a atribuida qualquer re

sistancia ao betao fissurado.

Conforme ja foi referido, a consideracao da resisténcia do bet3o fis
surado apenas & efectuada ao calcular os residuos da iteragio. No cilculo da
matriz de rigidez continué-se a considerar nula a rigidez do betao fissurado,
evitando-se assim que a recta (BC) (Fig. 5.13) dé origem a um "modulo de elas-

ticidade' negativo.

Na Fig. 5.14 encontra-se representado o diagrama tenéaes-deformagGes
que deve ser considerado no caso de ocorrer uma descarga num ponto de Gauss
fendilhado. Nessa figura, €.¢ corresponde a maxima deformagao na direccao
perpendicular a fenda a que o betao esteve sujeito nesse ponto desde que a es-
trutura comegou a ser carregada. Se apos a descarga o betao voltar a ser trac-

cionado, o diagrama a considerar € ainda o da Fig. 5.14, so sendo retomado o

antigo diagrama depois de o ponto D ter sido alcangado.

0 troco (DO) do diagrama corresponde a um fecho parcial das fendas.
Se a descarga for grande e ultrapassar o ponto 0, admite-se que as fendas fe-

cham completémente sendo retomado o modulo de elasticidade inicial do betdo

(E ).

c

A expressao correspondente ao troco (DO) do diagrama da Fig. 5.14

€ a seguinte

o =—<te (5.15)

Antes de terminar, convém salientar que a resisténcia média do betio

fissurado so6 deve ser considerada na proximidade de armaduras e desde que estas
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fecho parcial das fendas
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atravessem as fendas. Nos elementos finitos que n3o se encontrem nestas con-
digoes deve ser considerado ectm =€ ¢ (Fig. 5.13). Deste modo ndo & atri-

bufda qualquer resisténcia ao bet3o na direccio perpendicular as fendas.

5.4 - DESCRIGCAO DA SUBROTINA STIF

A funcao da subrotina STIF é a de .calcular a matriz de rigidei de
cada elemento finito isoparamétrico e agrupa-la na matriz de rigidez global.
Esta subrotiﬁa’procede também ao égrupamento do vector solicitagao relativo
a cada elemento finito no vector solicitagao global. 0 diagrama de sequéncia

desta subrotina encontra-se na Fig. 5.15.

0 calculo da matriz de rigidez de cada elemento finito é efectuado
de acordo com o que foi ja exposto no presente Capitulo. De qualquer modo con-

vem salientar os seguintes aspectos.

.As subrotinas MODPS, SFR2, JACOB2 e BMATPS nao dependem do comporta-
mento nao linear. Na primeira e calculada a matriz 9 correspondente ao regi-
me linear elastico. Se o ponto de Gauss nao estiver fissurado e estiver plasti

ficado, a matriz ‘D & substituida pela matriz Dep' Se o ponto de Gauss esti-

ver fissurado, a matriz D & substituida pela matriz D.. Na expressao (5.3)

e utilizada D, D ou Df conforme a situacao do ponto de Gauss.
=7 Zep ~

Antes do calculo de Dep s3o chamadas as subrotinas‘INyAR, YIELDF e

FLOWPL cujas fungoes se apresentam em seguida.

- INVAR

. = H H 1
Nesta subrotina sao calculados os invariantes J], J2 e 0 com as
expressoes referidas no Capitulo 2 e Apéndice I. Em seguida é calculado o va-

lor da funcdo de cedéncia f (J, g, 8), sendo utilizada a express3o do Qua-
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dro 2.1 relativa ao critério de cedéncia considerado. Na analise de estruturas

de betao armado foi sempre utilizado o critério de Von Mises.

- YIELDF

Nesta subrotina e calculado o vector de escoamento plastico a , sen

1’ C2

e C3 que dependem do critério de cedéncia (Quadro 2.2) e aos vectores a,, a,

do utilizada a expressao (2.58). Esta expressao recorre as constantes C

e a, (2.65).

- FLOWPL

Nesta subrotina € calculado o vector dD com a expressao (2.74) ou
(2.75) conforme se trate de um estado plano de deformacao ou de um estado pla
no de tensao. No presente trabalho foi sempre considerado o segundo caso. Nes

ta subrotina é tambem calculado o valor da expressao (H'+-gg é), que é de-

pois utilizado no calculo da matriz elasto-plastica gep(Z.SZ).

5.5 - DESCRICAO DA SUBROTINA RESIDU

A funcdo desta subrotina & semelhante a da subrotina RESIDUB que foi
descrita no capitulo anterior, sendo em ambas calculadas as forgas nodais in-
teriores correspondentes ao campo de deslocamentos fi(g). Enquanto que na sub
rotina RESIDUB estas eram relativas aos elementos de barra, na subrotina que

agora se apresenta as forgas interiores sao as correspondentes aos elementos
finitos isoparamétricos.

0 diagrama de sequéncia da subrotina RESIDU encontra-se na Fig. 5.16,

tendo sido ja descritas muitas das operagoes por ela realizadas. De qualquer

modo convém referir ainda os seguintes aspectos.
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As subrotinas MODPS, SFR2, JACOB2 e BMATPS nao dependem do comporta-

mento nao linear, destinando-se ao cilculo das matrizes D e B. Seque-se um

conjunto de operagoes que so sdo realizadas se o ponto de Gauss ndo estiver
fissurado. A primeira destas operagoes & a chamada da subrotina LINEAR que pro
cede ao calculo da variagao das deformacoes (Agr) a partir da variacao dos
deslocamentos (Agr), seguindo-se.o calculo da variacdo das tensoes supondo

o regime linear (AO; =D Aer).

Com os resultados da subrotina LINEAR, sao calculadas as tensoes nos

_ . : r-1
pontos de Gauss supondo um comportamento linear (Ue =0

r
+ Ace), sendo

r-1 ~ . . . ~ . ~ =
o as tensoes finais da iteracgao anterior. As tensoes o; e 0; sao as

X ~ . . . = ~ r . - .
tensoes principais correspondentes as tensoes g, © destinam-se a posterior

verificacao da fendilhagao. Em seguida e verificado o esmagamento do betao com

a expressao relativa.ao betao nao fissurado (5.7).

A condigcao que permite decidir se € chamada a.subrotina PLAST ou
CRACK é testada para todos os pontos de Gauss. Aqueles que ainda n3o estavam
fissurados e‘que nao fissuraram na presente iteragab sao processados pela sub
rotina PLAST. Os restantes sao processados pela subrotina CRACK que se desti-

na portanto a pontos de Gauss fissurados.

Estas duas subrotinas alternativas destinam-se essencialmente ao c3l
culo das tensdes o' atendendo ao comportamento n3o linear. Na subrotina PLAST
as tensoes o sao ou nao modificadas conforme a variacdo da tens3do correspon

der a um comportamento elasto-plastico ou elastico respectivamente. Na subro-

-~

~ . ~ . r
tina CRACK as tensées o sdo calculadas a partir das deformacdes totais ()

e da matriz Df correspondente ao betao fissurado.

A Gltima operacao da subrotina RESIDU é a de calcular as forcas no-

~ r i1 ~
dais interiores f.{(a) a partir das tensoes o , sendo utilizada a express3o
~l T~

(5.6).
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Apresenta-se em seguida a descricdo mais detalhada das subrotinas

PLAST e CRACK.

- PLAST

Nesta subrotina sao calculadas as tensdes gr num ponto de Géuss nao
fendi lhado em regime elastico ou elasto-plastico. Na Fig. 5.17 [1] encontra-se
representada a evolugao das tensoes como grandezas vectoriais para o caso da
plastificacao de um ponto de Gauss, que na iteracao anterior ainda estava em

regime elastico.

0 diagrama de sequéncia da subrotina PLAST encontra-se na Fig. 5.18,
sendo evidentes as semelhangas com o da subrotina RESIDUB. Atendendo ao facto
de este Ultimo ter sido descrito com pormenor no capitulo anterior, apenas se

indicam aqui os aspectos nao comuns.

Quer as expressaes l6gicas, quer o calculo de R recorrem a tensoes
efectivas cuja definigao se encontra no Capitulo 2. 0 respectivo calculo &
efectuado na subrotina INVAR, podendo eéta ser utilizada para distintos vecto-
res de tensdes. Assim, quando &€ chamada pela primeira vez a subrotina INVAR cal
cula a tensao efectiva 8; (ponto A da Fig. 5.17); quando € chamada apos ocal
culo de R, calcula a teﬁséo efectiva correspondente ao ponto B; na parte fi-

nal calcula o (ponto D).

No calculo de dA e o' s3o utilizadas as expressaes (2.51) e (2.50)

~ - . -r . -
respectivamente. Para calcular a deformagao plastica efectiva Ep € necessario

considerar as seguintes relacoes

deg o =0 de ’ (5.16)
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Fig. 5.18 - Diagrama de sequéncia da subrotina PLAST
. (continuagao)
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dia' o = 0 dE ' (5.17)

d€ =dixa 0/0 (5.18)

Devido ao facto de os incrementos de carga nao serem infinitamente
pequenos, da operacao vectorial representada na Fig. 5.17 pode resultar um
ponto D exterior a superficie de cedéncia. Uma vez que esta situagao nao e

. ' - . s 1 r
admissivel torna-se necessario multiplicar o valor de o correspondente ao

ponto D por (OC/Gr) para obter o ponto D' sobre a superficie de cedencia.

- . r
A tensao correspondente ao ponto D' passa a ser considerada como O .

No presente trabalho encontra-se tambem implementado o método itera-
tivo que permite obter o ponto D' -com maior rigor. Este método encontra-se

descrito em pormenor na referéncia [1].

- CRACK

~ ~ r )
Na subrotina CRACK sao calculadas as tensoes. U num ponto de Gauss

fendilhado, tendo sido ja descritos no presente capitulo todos os aspectos re-
lacionados com este assunto.
Apresenta-se em seguida apenas um resumo das principais operagoes

realizadas por esta subrotina.

- Se a fenda se formou nesta iteragao, definir o respectivo
angulo e cédigo (Fig. 5.8).

- Calcular T e C (Apendice ).

~ . r
- Calcular as deformacoes totals Et'

- Calcular €l =7 EE (Apéndice 11).
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1 - -

Calcular o' = E'g (correspondente a iteragao anterior).
Calcular Ae .
Calcular Ae' =T Ae'.

Calcular o' incrementalmente com o fim de possibilitar even-

tuais descargas.

Modificar o cddigo de fissuracdo atendendo as caracteristicas
definidas em 5.3 e as tensoes e deformacoes calculadas nesta

subrotina.

Modificar o' atendendo 3 eventual alteracao do codigo de
fissuracao e as retengoes da rigidez distorcional e das ten-

soes de traccao.

T

Calcular gr =T g'.



[2]

(3]

[4]

(el

(7]
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CAPITULO 6 - APLICACDES E CONCLUSOES

Tendo em vista a verificagao da validade do presente modelo matema-
tico, procedeu-se a comparagao dos resultados do programa de calculo automati
co com os resultados de ensaios em laboratério. Estes encontram-se disponiveis

em inumeras publicacoes, abrangendo os mais diversos tipos de estruturas.

No presente trabatlho forém utilizados os ensaios de vigas simplesmen
te apoiadas realizados por Bresler e Scordelis e publicados em 1963 [1]. Estes
ensaios contemplam diversos tipos de rotura de vigas de betao armado e téem si-
do utilizados por outros autores na afericao de modelos matematicos. Na refe-
réncia [1] encontram-se os Eesu]tados dos ensaios de doze vigas simplesmente
apoiadas com dimensoes, armaduras e propriedades diferentes. Uma vez que a es-
tas vigas estdo associados tres tipos de rotura distintos, foram seleccionadas
trés, representando cada uma delas um tipo de rotura diferente. Estas vigas de
signam-se por OA1l, Al e A3, possuindo a primeira apenas armadura longitudinal

e as restantes armadura longitudinal e estribos.

Na Figura 6.1 encontra-se representado o esquema de montagem do en-
saio, bem como a disposicao das armaduras. A aparelhagem utilizada permitia
medir o deslocamento vertical a meio vao e a variacao da altura da viga para
varios valores da carga. A armadura longitudinal encontrava-se dispésta em duas
camadas, sendo a ancoragem nas extremidades realizada por dispositivos mecani-
cos que impediam qualquer deslizamento em relagao ao betao. Os estribos eram
de dois ramos e fechados por soldadura das extremidades, envolvendo alem daar-
madura longitudinal dois varoes de montagem de menor diametro colocados na par

te superior da viga. O afastamento dos estribos era de 0.20 m excepto nas zo-
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-0

Fig. 6.1 - Esquema de montagem do ensaio e disposicao das armaduras
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nas de aplicacao de cargas concentradas onde esta distancia foi encurtada para

cerca de metade. Na Figura 6.2 encontram-se os cortes transversais das vigas

0A1, Al e A3 e no Quadro 6.1 as respectivas caracteristicas.

Dimensoes
L b h d 2 vao teorico
0A1 | 3.660 | 0.310{ 0.56 | 0.46 b largura
~ h =+ altura total
Al 3.660 0.307 0.56 0.&6' 4+ altura Gtil
A3 6.405 0.307 0.56 0.46
Betao
: 1
1:c ft EC' v H €ce i €cdm Ectm
v 0
0A1 22.55 3.0 20000 0.15 0 0.003 0.25 0.002 0.0020
0.0015
. 0.1 0 0.00 0.25 1:0.002
Al 24 .06 3.0 20000 5 3 5 0.0020
. : ‘ | 0.0015
. 0.00 0.2 0.0
A3 35.03 4.3 24000 0.15 0 3 5 | 04 0.0025
(1) Relativo as trés camadas superiores de elementos
(2) Relativo as duas camadas inferiores de elementos

(adjacentes a armadura principal)

Quadro 6.1 - Caracteristicas das vigas OAl, Al e A3

(1)
(2)
(1)
(2)

(1)
(2)
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Fig. 6.2 - Cortes transversais das vigas OAl, Al e A3



Armadura
Tipo Area o E, He
OA1 As 26.32E-4 551.6 206900 10500
As 26.32E-4 551.6 206900 10500
Al A; 2.52E-4 344.8 206500 0
oW 0.6LE-4 344.8 206900 0
' AS 39.48E-4 551.6 206900 10500
’A3 Aé 2.52E-4 344.8 206900 0
ASw 0.64E-4 - 344.8 206900 0

143,

Unidades -+ m, MPa e adimensionais

Quadro 6.1 - Caracteristicas das vigas 0Al, Al e A3
(continuagao)

As propriedades referidas no Quadro 6.1 foram ja apresentadas nos
capitulos anteriores. De qualquer modo convem salientar ainda os seguintes

aspectos.

Todas as dimehsEes e propriedades que se encontram indicadas na refe
rencia [1] foram respeitadas. As propriedades inerentes ao modelo matematico,
tais como as relativas a retengao da rigidez digtorcional ou das tensoes de
traccido foram consideradas com os valores habituais utilizados por ontros au-

tores. 0 valor de €

tem de ser inferior a €_ (=0 _/E ) pelos motivos re-
ctm sy c’ s

feridos no Capitulo 5. Assim, foram considerados valores distintos de Ectm

para elementos adjacentes a armadura principal (OC=551.6 MPa) e para elemen-

tos adjacentes as armaduras transversais e de compressao (0C=344.8 MPa). 0
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modulo de elasticidade do betao foi considerado com o valor que melhor apro-
xima a parte inicial do diagrama parabolico-linear correspondente a fenséo
de cedencia fc indicada na referéncia‘[1]. 0>m6dulo de endurecimento H'
da armadura principal € o correspondente ao modulo elaéto-p]éstico tangeﬁte
ET que melhor aproxima a parte final do diagrama o-¢ da referéncia [1].0
valor de H' nao condiciona nenhum dos problemas analisados porque o colap-

so ocorre antes da plastificacao da armadura principal.

Todas as vigas ensaiadas em laboratorio foram inicialmente carrega
das até cerca de 30% da carga de colapso e em seguida descarregadas. S6 no
segundo carregamento € que foram registados os valores das deformagoes em ca

da incremento da carga. Na analise por elementos finitos foi considerado um

Unico ciclo de incrementos de carga monotonamente crescentes.

- VIGA 0A1 (rotura por esforgo transverso)

A malha de elementos finitos utilizada na analise desta viga encon-
tra-se representada na Fig. 6.3. Os elementos de barra correspondentes a arma
dura longitudinal ‘ligam os nés 9, 16, 26, ..., 9k4. Tal como no ensaio, nao foi

utilizada armadura de compressao nem transversal.

Na Fig. 6.4 encontra-se representada a deformada da viga ampliada
75 vezes. Os valores dos deslocamentos sdo os correspondentes ao Gltimo incre

mento que convergiu.

As tensoes principais correspondentes ao regime linear eléstico en-
contram-se na Fig. 6.5. Os respectivos valores e direcgoes sao os relativos
ao primeiro incremento, nao tendo ainda ocorrido qualqﬁer plastfficagéo ou
fissuracdo. As tensdes de tracgao sao da mesma ordem de grandeza das de com-
pressao, apresentando uma variagao linear na secgao transversal a meio vao.

As direccoes principais sao horizontais e verticais nesta seccao, comegando
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a inclinar-se com o aumento do esforgco transverso.

Na Fig. 6.6 encontram-se também representadas as tensoes principafs,
mas agora para o regime ndo linear. Os respectivos valores e direcgoes sao os
correspondentes ao Ultimo incremento que convergiu, sendo a escala dez vezes
menor do que a utilizada na figura anterior. A principal causa da nao Iineaﬁl
dade é a fissuracao, sendo esta também responsavel pelo quase total desapare-
cimento das tensoes de tracgao. As tensoes principais de compressao tem o mes
mo aspecto das da figura anterior, apenas existindo plastificacao no ponto de

Gauss mais proximo da carga aplicada.

Na Fig. 6.7 encontram-se representada; asvdireCQSes das fendas cor-
respondentes ao ultimo incremento que convergiu. Tal como foi referido no Ca-
pitulo 5, a cada ponto de Gauss esta associado um conjunto de fendas dispersas
cuja orientagdo esta indicada na figura. A distancia entre fendas nao pode por
tanto ser obtida directamente com o pre%ente modelo. Com os deslocamentos dos
nés, & possivel calcular a extensao média da armadura (Esm). Recorrendo a ex
pressao da distancia meédia entre fendas (srm) dq Regulamento de Estruturas de
Bet3do Armado e Pré-esforcado (REBAP) consegue-se obter um valor aproximado dé

largura das fendas.

A orientacao das fendas é semelhante a obtida nos ensaios experimen-

tais, incluindo o facto dé algumas fendas nao alcancarem a face inferior da vi-
ga. Uma vez que esta viga nao possui armadura transversal, o colapso ocorre lo-
go apos a formagao de uma fenda critica muito inclinada que se desenvolve desde
um ponto intermédio entre o apoio e a.carga concentrada, avangando rapidamente
em direccio a esta Gltima. A rotura é portanto fragil, sendo dificil obter com
o presente modelo o desenvolvimento completo da fenda critica que provoca o co-
lapso. Uma vez que a Fig. 6.7 corresponde ao ultimo incremento que convergiu,

nao pode ai existir nenhuma fenda critica. No entanto a fendilhacao no elemen-
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to n2 13 encontra-se ja bastante avancada, tendo sido essa a causa do colapso

no incremento seguinte.

Na Fig. 6.8 encontra-se representada a relagao entre a carga corres
pondente a metade da viga e o deslocamento vertical a meio v3o. Uma vez que
atendendo a simetria s6 foi analisada metade da viga, optou-se por utilizar
no eixo vertical do diagrama os valores correspondentes a reacg¢ao ho apoio,
que € igual ao esforgo transverso. A concordancia entre o diagrama experimen-
tal e os pontos correspondentes a analise por elementos finitos € praticamen-
te perfeita exceptuando a fase final. Com o modelo matematico foi obtida uma
carga de colapso 5% superior a indiéada por Bresler e Scordelis. A causa des-
ta pequena diferenga pode ter sido o facto de os autores dos ensaios terem
considerado como carga de colapso a correspondente a formacao da fenda criti-
ca, embora a viga ainda tivesse resistido a cargas ligeiramente superiores.
Verifica-se também que no modelo matematico o valor da carga de coiapso depen
de significativamente dos parametros relativos a retengao da rigidez distor-

cional conforme foi ‘evidenciado por Cedolin e Dei Poli [2].

0 Gltimo ponto representado na Fig. 6.8. corrésponde a um valor da
carga para o qual ja nao foi possivel obter a convergéncia. O programa esta
preparado para terminar a execug¢ao logo que num dos pontos de Gauss ocorra o
esmagamento do betao. Deste modo a analise dos resultados correspondentes ao
primeiro incremento que nao convergiu permite ainda obter preciosas informa-

¢oes sobre a causa do colapso.

- VIGA At (rotura por esforco transverso e flexao)

A Gnica diferenca entre esta viga e a anterior consiste na presenca
de armadura transversal e de uma armadura de compressao com cerca de 10% da

area da armadura principal. Na Fig. 6.9 encontra-se a disposicao destas arma-
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duras. Do mesmo modo que nos ensaios de Bresler e Scordelis, a armadura_traqg
versal foi reforgada nos pontos de aplicagao de cargas concentradas. Para evi
tar a concentracao de esforgos nha amarracao da armadura longitudinal, foram
colocadas barras adicionais que simulam a ancoragem utilizada nos ensaios em

laboratorio.

As tensoes principais em regime linear elastico e a deformada‘séo
praticamente iguais as obtidas na viga OAl. Na Fig. 6.10 encontram-se as ten-
soes principais para o Ultimo incremento que convergiu, sendo estas também se
melhantes as da viga anterior. A principal diferenca consiste no.facto>de as
tensoes e a carga ultima serem agora cerca de 20% superiores as corresponden-
tes a viga OAl. Continua a s6 existir um ponto de Gauss plastificado que tal

como na viga anterior € o mais proximo da carga aplicada.

'Na Fig. 6.11 estdo representadas as direcgoes das fendas que s3o tam
bém semelhantes as da viga OAl. A principal diferenca consiste no facto de tal
como nos ensaios laboratoriais as fendas criticas se desenvolverem mais proxi-

mo da carga aplicada.

Na Fig. 6.12 encontra-se a relagao carga-deslocamento a meio vao pa-
ra o caso do ensaio laboratorial e para o modelo matematico. A correlacio en-
tre ambos nao é tao boa como na viga anterior, sendo agora a carga de colapso
cerca de 10% inferior a experimental. Numa tentativa de aproximar os resulta-
dos da curva experimental, foi aumentada a retencao da rigidez distorcional.

A consequéncia deste procedimento foi um aumento da rigidez da vigalfissurada
ao qual correspondeu um afastamento ainda maior acima dos 175 KN. Resultados
semelhantes para a viga Al foram tambem obtidos por ngo]in e Dei Poli [2] a0

estudarem a influéncia do valor da retencao da rigidez distorcional na anali-

se de vigas de betao armado.
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Conforme se pode verificar comparando as Figs.l6.8 e 6.12, a presen
¢ca da armadura transversal nao afectou significativamente o comportamento ini
cial da viga mas tornou possivel a resisténcia a cargas maiores. Para este ti
po de vigas em que a relacao a/d = (2/2)/d = 4 e para as percentagens habi-
tuais de armadura, o tipo de rotura designa-se por esforco transverso e fle-
xao. Este tipo de rotura caracteriza-se pela formagao inicial de fendas de
flexao que devido ao esforco transverso se vao inclinando em direccdo ao pon-
to de aplicacao da carga diminuindo 6 banzo comprimido. Para cargas maiores e
desde que nao haja cedéncia das armaduras, acaba por ocorrer o esmagamento do
betao nas proximidades do ponto de éplicagéo da carga, que e o mais soiicita-

do quer pelo esforgo transverso quer pela flexao.

.- VIGA A3 (rotura por flexao)

A principal caracteristica desta viga € a de apresentar uma rotura
por flex3o devido ao facto de a relagao a/d = (&/2)/d ser aproximadamente
igual a 7. Deste modo, para as percentagens habituais de armadura longitudi-
nal e transversal, a rotura da-se por esgotamento da secc¢ao.sob a carga, sen

do a influéencia do esforgo transverso muito pequena.

Uma vez que esta viga tem um vao maior e uma secg¢ao com a mesma al-
tura, foi necessario recorrer a uma malha com mais elementos finitos para evi
tar que estes tivessem uma das dimensoes muito maior do que a outra. A malha

utilizada na viga A3 encontra-se representada na Fig. 6.13.

As tensoes principais em regime linear e a deformada sao semelhantes
3s ja apresentadas para a viga OAl. As tensoes principais para o Gltimo incre-
mento que convergiuencontram-se na Fig. 6.14, sendo de notar a pequena influén

cia do esforco transverso e a plastificacao do betao na seccao a meio vao.
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Na Fig. 6.15 pode-se observar que as fendas se desenvolvem com uma
direccao essencialmente vertical o que € também consequéncia da pequena in-
incia do esforgo transverso. Neste caso nao € de prever a formagao de uma
R . . . . -~ . -~
‘cnda critica inclinada na direcgao do ponto de aplicagao da carga separando
a viga em duas partes, tal como se verificou nas vigas OAl e Al. 0 colapso
ocorre como consequencia da plastificacao e posterior esmagamento do betao

na secgao a meio vao.

Na Fig. 6.16 estao representados os dois diagramas carga-deslocamen-
to a meio vao, sendo a correlacao entre ambos bastante boa. As peduenas oscila
¢oes dos resultados experimentais nao se verificaram na analise por elementos
finitos. Uma vezvque estas osci]agaes também nSo se verificaram na analise da
viga A3 efectuada por outros autores [3], € de supor que elas se deveram a pro-

blemas particulares do ensaio laboratorial.

6.2 - CONSOLA COM ABERTURAS

Com o fim de mostrar a versatilidade do método desenvolvido, foi ana
lisada uma estrutura mais complexa,mas cujos resultados nao foi possivel com-
parar com os correspondentes a ensaios laboratoriais. Por este motivo os resul

tados apenas serao analisados qualitativamente e comparados com os que intui-

tivamente seriam de prever.

A estrutura consiste numa consola de altura variavel com'duas abertu
ras e solicitada por uma carga vertical na extremidade livre. A malha de ele-
mentos finitos foi gerada por um programa tipo, encontrando-se representada
na Fig. 6.17. As diversas armaduras utilizadas encontram-se representadas na
Fig. 6.18, tendo sido pré-dimensionadas com um calculo simplificado. A camada

superior constitui a armadura principal de secgao constante (As); a camada in-
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ferior também € de secgao constante (Aé) e corresponde @ armadura de compres
sao; as cinco camadas intermédias constituem a armadura de alma de secgao Asw’

sendo a sua principal -fungao a de envolver as duas aberturas; todas as armadu-

ras verticais teém também secgao ASw e correspondem a estribos.
(

No Quadro 6.2 encontram-se as restantes caracteristicas da consola
com aberturas. Para as propriedades que dependem de coeficientes de seguranca

parciais sao indicados os valores caracteristicos e os valores de calculo.

B25 | ALOQ
b=20.30m Valores caracteristicos
v =0,2 fc = fck,cilindros = 20.0 MPa
| - = =
H' =0 ft fctk 1.6 MPa
Ece= 0.0035 EC = 17000 MPa
Bi = 0.25 GC = fsyk = 400 MPa
€Cdm=0.004
Valores de calculo
0.0015 (1)
= ‘ fc = 0.85 fcd = 11.3 MPa
<t 0.0010 (2)
| ft = fctd = 1.07 MPa
E_ = 200000 MPa £_ = 8000 HPa
H' =10 _ -~
s OC = fsyd = 348 MPa

(1) Relativo a camada superior de elementos (adjacentes

3 armadura principal)

(2) Relativo as cinco camadas inferiores de elementos

Quadro 6.2 - Caracteristicas da consola com aberturas
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Na analise com o presente modelo matematico das vigas de Bresler e
Scordelis foram utilizados como tensoes maximas os valores fornecidos pelos
autores. Estes valores provavelmente foram determinados em ensaios a traccao
e compressao simples de. provetes construidos com os mesmos materiais que fo-

ram utilizados nas vigas.

Se a analise da consola com aberturas se destinar a um projecto em
que sera utilizado betao da classe B25 e aco da classe A400, surge o proble-
ma da definigao 305 coeficientes de seguranca relativos a ambos os materiais.
Numa verificacao em relacao ao estado limite ultimo de resisténcia, existem

dois procedimentos possiveis:

1) Recorrer aos valores caracteristicos das tensoes maximas e
calcular a carga de colapso. da estrutura. Para definir o
valor caracteristico da solicitacdo correspondente a esta

carga de colapso, tem de ser utilizado um coeficiente de

seguranca global.

2) Recorrer aos valores de calculo das tensoes maximas e calcu-
lar a carga de colapso da estrutura. Esta carga coincide com

a maxima accao de calculo que pode actuar sobre a estrutura.

Na Fig. 6.19 encontram-se os diagramas carga-des]oéamento recorren-
do a valores caracteristicos e a valores de calculo. 0s dois diagramas 550
semelhantes exceptuando o facto de ao primeiro corresponder uma rigidez supe-
rior. Uma vez que a causa da rotura é a cedéncia da armadura transversal que
liga os nos 140 a 162, a carga de colapso no primeiro caso é cerca de 1.15 ve
zes superior a do segundo. Este factor coincide com a razao entre fsyk e

f 4 Que corresponde ao coeficiente de seguranca parcial do aco.
sy
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So o seéundo procedimenfo € que se pode considérar adequado ao pro-
jecto de estruturas com a nova regulamentagao, apesar de os resultados diferi
rem muito dos que se obteriam num ensaio laboratorial ou na posterior observa
cao da obra. Este fgctg resulta de se terem considerado no mode]ovyensées mais
baixas do que as que se obtém na quase totalidade dos casos praticos, admitin

do como fixas as classes dos materiais.

Para a verificacao da seguranga em relacao a estados limites de uti
lizacao, mais concretamente o estudo da deformacao e largura das fendas, ne-
nhum dos procedimentos referidos € correcto. Com o intuito de respeitar a re-
gulamentagao em vigor, deve ser utilizado no modelo matematico o valor médio
da tensao de rotura a fracgéo do betao ‘(Fctm)' e um valor para o modulo de
elasticidade dé betao correspondente a Es/a = 200000/15 = 13333 MPa. 0; valo
res das accoes a considerar neste estudo seriam os correspondentes a combina-
¢oes raras, frequentes ou quase permanentes. Os resultados correspondentes a
esta analise jé poderiam ser comparados com ensaios laboratoriais ou observa-

goes do comportamento . de obras.

As Fig.s 6.20 a 6.23 referem-se a analise efectuada com as tensoes
de calculo. A deformada, tensces principais e fendilhacao para o caso da ana-
lise com as tensbes caracteristicas sao semelhantes nao se justificando a sua

publicagao.

0s resultados correspondentes as Fig.s 6.20 a 6.23 coincidem com os
que intuitivamente seriam de prever para esta estrutura. De qualquer modo con

vém salientar os seguintes aspectos.

Pela deformada € possivel verificar que a rotura se deu por esforco
transverso na seccao em que este tem um valor maximo e a altura da consola ex-
ceptuando a abertura é minima. Verifica-se tambem que pelo mesmo motivo a dis-

torcdo em torno da abertura da direita &€ superior a da esquerda. A analise des
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ta deformada esclarece a formagao de algumas das fendas que se encontram re-

presentadas na Fig. 6.23.

Nas Figs. 6.21 e 6.22 encontram-se as tensoes principais em regime
linear e nao linear-respectivamente. Na primeira pode-se observar o papel de-
sempenhado pelo septo entre as aberturas como ligagao entre o banzo superior
e o inferior. Devido a sua reduzida sec¢ao, esse elemento fica sujeito a ten-
56es tangenciais muito elevadas. Na Fig. 6.22 pode-se verificar o quase total
desaparecimento dés tensoes de traccao, devido a ocorrencia da fendilhacgao
representada na Fig. 6.23. Nesta fase sao as armaduras horizontais e verticais
que resistem as tracgoes, néo esquecendo a rigidez distorcional do betao fis-

surado que € fundamental para a obtenc3o de bons resultados.

Nas Fig.s 6.21 e 6.22 podem ainda ser observadas as elevadas concen
tracoes de tensoes nos angulos das aberturas. Foi apenas nos angulos com ten-
déncia a fechar e nas fibras inferiores da seccao de encastramento que ocorreu

a plastificagao do betao.

6.3 - CONCLUSOES FINAIS

Conforme foi exemplfficado neste capitulo, os resultados que se obtém
com o programa de célculobautomético desenvolvido no presente trabalho possuem
um rigor suficiente para virem a ser utilizados na justificacao de projectos.
Uma vez due a regulamentacao em vigor ainda nao esta preparada paralesclarecer
todas as questdes relacionadas com este tipo de metodos, tém que ser definidos

caso a caso certos aspectos fundamentais.

Uma vez que no R.E.B.A.P. apenas é definido o comportamento unidimen-
sional do bet3o, torna-se necessario recorrer a bibliografia especializada pa-

ra a respectiva generalizacao. Existem no entanto outras propriedades mais di-
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ficeis de definir, que sao as relacionadas com o betao fendilhado. No caso de
na bibliografia especializada n3o se encontrarem estudadas situagoes semelhan

tes, e uma vez que os resultados dependem significativamente dos valores atri

—

buidos a essas propriedades, sera necessario proceder a ensaios laboratoriais
com estruturas mais simples procurando reproduzir as situagoes correspondentes

a estrutura real.

0 prosseguimento da investigacao com este tipo.de metodos vira cer-
tamente esclarecer e definir melhor todas as questoes que ainda dificultam a

sua aplicacao generalizada.

6.4 - SUGESTOES PARA FUTURO DESENVOLVIMENTO

Como desenvolvimento dos assuntos expostos no presente trabalho sur-
gem varias linhas, que numa primeira aproximacao se podem considerar indepen-

dentes.

De imediato seria fundamental estudar a influéncia nos resultados de
todas as propriedades relacionadas com o modelo do betao., Seria tambem impor-
tante testar outros tipos de diagramas relativos a retengao da rigidez distor-

cional e das tensoes de tracgao.

No presente trabalho admite-se que uma fenda formada numa determina=-
da iteracdo é definitiva, sendo fixada a sua direcgao. Se a convergencia nao
for estavel, podem surgir fendas que sao consequéncia das oscilacoes do metodo
numérico. Como alternativa a este procedimento seria importante testar a hipo-
tese de as fendas so serem consideradas definitivas apos a convergencia do in-

cremento.

0 facto de o presente método so ser aplicavel a estados planos de

tens3o, sugere também a hipotese de o generalizar ao espaco tridimensional.
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0 modelo de comportamento do betao armado podera ainda ser utiliza-
do apds algumas modificacoes na analise de estruturas recorrendo a programa-
¢ao matematica. Neste campo, a passagem da analise para a optimizagao de es-
truturas pode ser reayjzada sem a necessidade de serem introduzidas grandes

alteracoes na formulagao do problema.
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APENDICE I - INVARIANTES DO TENSOR DAS TENSOES

Com a expressao (1.1) e possivel calcular a tensao T num ponto
para qualquer orientacao da faceta, conhecido o tensor das tensoes nesse pon-
to para um determinado referencial. A faceta é definida pelo versor n da

respectiva direc¢ao normal.

(oY Y[
T o T n
X X Xy Xz X
T = | T o} T n (1.1)
Y Xy Y Yz Yy
T { T T o n
.z | Xz yz z J |\ z |

Existem sempre facetas para as quais a tensao é puramente normal,

ie, T tem a direccao de n . Para calcular os versores n correspondentes

~ ~

a essasfacetas poder-se-a escrever

r b ( 4 r 3
(0] T n n
X xy Xz X X
T o} T n = 0ol n (1.2)
Xy Y Yz Y Y
T T (o] n n
L Xz yz z J{ z \ z

em que O representa a grandeza da tensao nessas facetas.

Chega-se assim ao seguinte problema de valores/vectores proprios em
que os primeiros sdo as tensoes principais e os seqgundos as respectivas direc

coes.
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( \ r N r 3
g -0 T n 0
X Xy XZ X
g -0 T n = 0 |
T T o_. - 0O n 0
| Xz yz z ) z | L

Para que a solugao deste sistema de equagoes seja diferente da tri-
vial (n = 0), o determinante principal tem de ser nulo. Desenvolvendo-o che-
ga-se 3 seguinte equagdo do 32 grau cujas tres rafzes sao as tensoes princi-

pais.

6> - (6 +0 +0)o> - (12 + 1% +12 -00, -00_ =-00)C -
X y z Xy yz Xz Xy y z X Z
_ 2 _ 2 2 _ )
- (cxcyoz oxryz oysz %, Ty + ZTxyTszxz) 0 (1.4)
Considerando
J, =0 + 0 +0
1 X y z
= T2 2 2 - - g0 -00 l.
J2 Txy + Tyz + T, oxoy Oy , 97 (1.5)
= - 2 _ 2 . 2 2T T._T
J3 Oxc.Iygz 0xTyz Gysz Oszy * Txy Yz Xz

a equacdo (1.4) pode-se escrever da seguinte maneira

3 _ 2 _ - - ' 1.6
o J,0 J,0 - Jsg 0 (1.6)
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Como as tensoes principais nao dependem do referencial cartesiano
utilizado, a equagao (1.6) permite verificar que JT’ J2 e J3 também s3o in-
dependentes do referencial, designando-se por invariantes do tensor das ten-

5085 .

Definindo a pressao hidrostatica p do seguinte modo,

p= (o + o, + oz)/3 = J,/3 (1.7)

e subtraindo-a & diagonal principal do tensor das tensdes, obtem-se o tensor das

tensoes de desvio,

( ) ( )
G -p T T o! T
X Xy Xz X Xy XZ
T o - T =| T g T | 1.8
Xy Y P Yz Xy Y Yz ( )
- ]
Txz Tyz O, P Txz Tyz %
\ J )

As expressoes dos invariantes do tensor das tensoes de desvio (J{,

Jé e Jé) obtém-se das expressoes (l.5) apenas substituindo 0. 0, e0, por

z
0;, 0; e 0; respectivamente. Atendendo a (1.7), conclui-se que

" - g l [ - - - =0 ‘ .
J1 oy + Gy +0, =0 -p+ Gy p+0, - P (1.9)

Recorrendo apenas a (1.9), € possivel deduzir as seguintes expressoes

alternativas para J}) e J.

2 3
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JU = (0% 0'%+ 0'2)/2 + 12+ 12 + T2
X z "X Xz
v 1.10
JV = (63 0'34+0'N)/3+ 21 T T _ + 0 (T2 o+ T2) 4+ ( )
3 X y z XY Yz Xz X XY Xz
+0' (12 + 12) + o'(12 + 12)
y ' oxy yz Z Xz yz’'

Utilizando a notacao de Einstein, consegue-se condensar (1.9) e

(1.10) nas habituais expressoes

1 o~V
=% 0

| IOy B |
J2 = Gijoij/z (1.11)
J! = ¢o!.0! 0'./3

3 7 i jkki

Recorrendo a (1.7), (1.8) e (1.10) chega-se a uma expressao para Jé
que apenas depende das componentes do tensor das tensoes
' - 2 S 2 _ 2 2 2,
Jy = [(cx oy) + (oy oz) + (ox oz) 1/76 + Txy + Tyz + T

(1.12)

Nos estados planos de tensao, deformagdo e axissimétricos conside-

ra-se Tyz =T, = 0, passando a ser as seguintes as expressoes dos invariantes

- Tensor das tensoes
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J, = 15 - cxoy - oyoz - 0.0 (1.13)

- Tensor das tensoes de desvio

0s invariantes deste tensor podem obter-se .com as expressoes (1.13)

substituindo ¢ , 0 e C por ¢!, o' e qd!, ou atendendo a que J; =10
X’y z X’ Y z 1

J! = (0'%+ 0'%+ 6'2)/2 + 12
2 X y z Xy

(1.14)
I _ (13 13 13Y /2 o 12
J3 = (o) *+ o, + 0, )/3 Oy Try
A expressdo (1.12) também se simplifica dando origem a
o _ 2 _ 2 . (e - 2 2
Jy = o, oy) + (oy 0,)? + (o, 0,)*1/6 + Ty (1.15)

Se se tratar de um estado plano de tensao (Oz = 0), as expressoes

(1.13) e (1.15) simplificam-se ainda mais passando a ser as seguintes

J. =T - 00 | ‘ (1.16)

[ 3N
It
~~~
Q

X N
+
Q

N
|
Q

X
Q

~<
~
w
+
—

X N

vy (1.17)



APENDICE I1 - MATRIZES DE TRANSFORMACAQ



.185.

APENDICE I1 - MATRIZES DE TRANSFORMACAO

De acordo com a Fig. 5.8a), a relacao entre as tensoes no referen-

cial (x'y') e as tensoes no referencial (xy) & a seguinte

( \ ( Y N
! cos?y sen?y sen2Y o
X X
g! = | sen?y cos?y -sen2Y o} (11.1)
Y | ' Y
T 1-(sen2Y)/2  (sen2Y)/2 cos2Y T
t A | jLx

Simplificadamente pode-se escrever

g' = (11.2)

1o
tQ

No referencial geral (xy) as deformagoes sao definidas do seguinte

modo

€ = au/ox
e = 3v/dy | (11.3)

Yoo© 9v/3x + du/9dy

em que u e V representam os deslocamentos segqundo "x e y respectivamente.

A relacao entre as deformagaes nos referenciais (x'y') e (xy) e

a sequinte



E; cos?y
e; = | sen?y

' | -sen2
R L

sen?y

cos?y

sen2y

-(sen2y)/2

Simplificadamente pode-se escrever

tm

Uma vez que se verifica a seguinte relagcao entre as matrizes

deduz-se do seguinte modo a relagao entre as matrizes

1o

t—
tem

(sen2y)/2

cos2y

N

D e

DI
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(r1.4)

(11.5)
CeT
(11.6)
(11.7)
(11.8)
(11.9)
(r1.10)
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