CAPITULO 2

TRANSFORMAGCAO LINEAR DE COORDENADAS

Neste capitulo é apresentada a deducdo da expressdo que permite transformar as
coordenadas de um ponto no espaco de um referencial (S') para outro (S'). Quer os
eixosde S quer osde S’ sdo definidos por versores cujas componentes se encontram

no referencial gera S Estes trés referenciais apresentam origem comum (ponto O).

Sendo P um ponto genérico no espago, a transformacdo das componentes do vector OP

coincide com atransformag&o das coordenadas do ponto P.

2.1 - Simbologia

Apresenta-se em primeiro lugar um resumo da simbol ogia adoptada neste capitul o.

Tabela2.1 - Simbologiarelativa atransformacao linear de coordenadas.

S Sistema de coordenadas (referencial)

O Origem do sistema de coordenadas

P Ponto genérico

p Vector posic¢ao do ponto P

X Eixo do sistema de coordenadas

e Versor de um eixo do sistema de coordenadas

A Matriz detransformacéo de S em S’

B Matriz detransformacéo de S' em S

g Referencial geral

a Referencia auxiliar

[ Referencia local
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a Angulo entre eixos dos referenciais auxiliar e local

T Matriz de transformacéo

i Primeiro n6é de umabarra

] Segundo né de umabarra

L Comprimento de uma barra

2.2 - Caso geral

Na Figura2.1 encontram-se representados os trés referenciais (S, S e S'), um ponto

_

genérico P eo vector p =OP.

Fig. 2.1 - Referenciais e ponto genérico P.

Os trés referenciais (que se supdem directos e ortonormados) séo definidos do seguinte
modo
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S
S
S"

(0, %, %, %)
(0,%,%,, %) 1)
CRPEY

Versores de cadareferencial:

Versores de S: (&,8,,8,)

Versoresde S': (&,8,,8)) (2)
Versoresde S': (&/,&,&)

Ponto genérico:

P = (%, %, X;)s €)

Vector posic¢ao do ponto P:

P = 0P = (x,%,,X%) 4

Nota: todos os versores e vectores apresentam as suas componentes no referencial S

Versoresdo referencial S

(L0,0)
(01,0) (5)
(0,01)

&
&
&

V ector p:

P = (%%, %) (6)
= X1é1+X2é2+X3é5

X &+ E+XE ™
XE+ XK,

p
P
p

" n

As coordenadas do ponto P no referencia S’ (x!,x:,x:) obtém-se projectando o

vector p sobre os versores do referencial S':
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& =(x8+x8+x8)e
& =(x8+x8+x8)E (8)
&=(x&+x8+x8)|&

x'=x (8 )+x @)+ @&le)
% =x (8 )+x (g[8 )+ x(ae) ©
xs = x (&8 )+x (& & )+x (@)
M atricialmente tem-se
x1 [Ee) @e) @e)[«
x| =|Ek) @e) &-)x (10)
x| |Ee) ER) @@)lx
X =AX (11)
(€e) (e) (@)
A=|(gl8) @) @R) (12)
l) k) Ee)

Nesta expressdo, X sd0 as coordenadas de P no referencial S', x" sdo as coordenadas

deP noreferenciad S' e Aéamatrizdetransformagdode S em S'.

De um modo semel hante tem-se:

x1 P& = (xE+x&+x:&)[&
, = pl& = (XE+x8+x8) [, (13)
2= o = (g rag )

x =x(@e)+x(E )+ xee)
x,=x@R)xEr)xEe) (14)
X =x(E )@ fe)xee)
x| [Ee) @e) @e)rx
% |=|Eg) @B) @k) H (15)
x| [Ee) @) @)l
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X=BX (16)
@) ©@) (©e)
B=|(eR) (&) ER) an
() (ele) ()
Comparando (12) com (17) verifica-se que
B=A (18)
A expressdo (16) pode escrever-se da seguinte forma
X=A X (19)
Substituindo (11) em (19) tem-se
X=AAX (20)
Concluindo-se que
ATA=1 (21)
sendo | amatriz identidade.
Multiplicando ambos os membros de (21) por A™ (adireita) obtém-se
A=A (22)

Quando a inversa de uma matriz coincide com a sua transposta diz-se que a matriz €

ortogonal. Assim se conclui que amatriz de transformacdo A é uma matriz ortogonal.
Vai-se agora proceder a andlise do significado de cada um dos elementos de A.

A expressao (11) pode escrever-se do seguinte modo

x'=> (&%) (29

3
=1

17



Transformag&o Linear de Coordenadas - Alvaro F. M. Azevedo

sendo a;; 0 elemento genérico damatriz A.

Em (12) verifica-se que
3, =¢|¢ (24)

Recorrendo a definicdo de produto escalar tem-se

& | cosler &) (25

a; = &

Umavez que os versores dos referenciai s possuem norma unitaria
3, = coslé.§ ) (26)

e a matriz de transformacéo A pode ser obtida a partir dos cosenos dos angulos entre

versores dosreferenciais S e S'.

cos(/ &) cos(&,&) cos(é,&)
A=|cos§ &) cos&,8) cos&,8) 27)
cos(€,§) cos(&,&) coslé &)

2.3 - Caso particular com Se S' coincidentes

Reproduzem-se em seguida as expressoes (5), (11) e (12)

& =(100)
& =(010) (29)
& =(002)
X'=AX (29)

Ee'z &) (30)

No caso de osreferenciais Se S' serem coincidentes, verifica-se que
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€=6 (31)

X' = Ax (32)

8,
&) (39
&,

Atendendo a(28), verifica-se em (33) que a primeira linha da matriz A contém as

componentes do versor € no referencial S A segunda e terceira linhas contém as

Al

componentes em Sdos versores €, e &

All

Componentesde € emS

Al

A =|Componentesde € emS (34)

(3x3)

Al

Componentesde € em S

2.4 - Matriz detransformagao de uma barrarectilinea no espaco

Nesta seccdo sdo utilizadas as expressdes deduzidas nas seccdes anteriores com 0
objectivo de chegar a matriz de transformacdo de uma barra de trelica3D e de
portico 3D. No ambito da andlise de estruturas pelo método dos deslocamentos,

admitem-se as seguintes hipoteses:

» éconhecida a geometria da estrutura, que € constituida por barras prismaticas de

eixo rectilineo e de sec¢do constante;

» para cada barra, s8o conhecidas as coordenadas dos dois nos extremos, ficando

assim definida alocalizac&o do seu eixo baricéntrico;

» € conhecida a posicdo dos eixos principais centrais de inércia da seccéo

transversal dabarra[2.1].
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Considere-se um angulo (a), que sera definido adiante e que posiciona o referencial

local (principal central deinércia- PCI) em relacdo aum referencial auxiliar.

Assim, vao ser considerados os seguintes referenciais:

S - g - gead
S - a - auxliar (@=0) (35)
S - | - local (PCl)

O referencia gera (g) € aquele em relacdo ao qual todos os pontos e todos os vectores
estdo definidos, sendo os seus versores definidos por (28).

O referencial auxiliar (a), ao qual corresponde um angulo a nulo, tem o primeiro eixo
coincidente com o eixo da barra e 0 segundo eixo perpendicular ao plano vertical que
contem a barra. O terceiro eixo € aquele que faz com gue o referencial sgja directo e

ortonormado. Este referencial sera adiante definido com maisrigor.

O referencial local () tem como primeiro eixo o eixo da barra, sendo os restantes eixos

0S €iX0s principais centrais de inércia da secgdo transversal da barra.

O angulo a define a posicdo do referencial local (I) em relagdo ao referencia

auxiliar (a).

V&0 ser em seguida definidas duas transformacoes:
» transformacdo de g para a;
» transformacdo de a paral.

A primeiratransformacdo é realizada com a seguinte expressao que € semelhante a (32)

X' =T% x° (36)

sendo T* amatriz que transforma as coordenadas de um ponto do referencial g para o

referencia a.

A segunda transformacdo permite obter as coordenadas de um ponto no referencia | a
partir das suas coordenadas no referencia a, sendo semelhante a definida por (11)
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X =T% % (37
Substituindo (36) em (37) chega-se a

X =TT x° (38)
Umavez que se pretende uma matriz de transformacéo de g paral

X =T x° (39)

comparando (38) com (39) conclui-se que

T=T°"T% (40)

Na Figura2.2 € definida a posicdo do referencial auxiliar a em relacdo ao referencia

gera g eabarra.

Fig. 2.2 - Posicéo do referencial a em relagdo ao referencia g.

Em relacéo aFigura 2.2 considera-se ainda o seguinte:
* 0e€Xxogsévertica e orientado paracima;

* 0 eixo baricéntrico da barra é definido pelos nési ej;
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e € em gera vantgoso considerar a convencdo de ser semprei <j. Assim, o
primeiro n6 dabarraé ondi e o segundo € o nd j. Esta convencgao clarifica todo

0 processo de estudo da barra sem |he introduzir qualquer limitacao;

e 0 e€ixoa; coincide com o eixo baricéntrico da barra, i.e., 0 eixo que é definido

pel os centros de gravidade de todas as secgdes transversais da barra;
* 0E€X0a; encontra-se orientado dond i parao nd j;

* 0 eixoa € perpendicular ao plano (gs,a;) e esta orientado de acordo com o

sentido do produto vectorial entre os versores de gs e ay;

* 0 €eiXoag esta contido no plano (gs,a1) e resulta do produto vectoria entre os

versores de a; e ay;
» destaformao referencial (a;,az,a3) € sempre directo e ortonormado.

Para se calcular a matriz de transformacdo deg paraa(36) vai-se recorrer a
expressio (34). Assim, a primeira linha de T* é constituida pelas componentes do

versor a; no referencial g, e assim sucessivamente.

O céculo das componentes do versor a; € feito com base nas coordenadas dos nési ej.
« Coordenadas do n6 i no referencial g: (xi X, x'g)
« Coordenadas do n6 j no referencial g: (xlJ VX, xS‘)

O comprimento da barra € calculado com a seguinte expressao

L= - x) (- ) +(d - ) (41)

O vector a,, que em geral ndo tem norma unitaria, obtém-se por subtraccdo das

coordenadas dos nési ej.
a,=(x -x. Xl =%, % -x) (42)

O versor § obtém-se dividindo o vector a, pelarespectivanorma
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a=a/L (43)
Para posterior referéncia, designam-se as componentes do versor &, por Ay, A; € Ag

a=(AAA) (44)

Tal como foi atras referido, o elxo a, € definido pelo produto vectorial entre os versores

dos eixos gs e a;, sendo g, = (0,0,)

a,=0;xq (45)

Uma vez que deste produto vectorial ndo resulta um versor, € necess&rio dividir o

vector a, pelarespectivanorma

& =a,/|a] (46)

Para posterior referéncia, designam-se as componentes do versor &, por By, B, e B;

4,=(B.B, B, (47)

Para que o referencia a seja directo e ortonormado, calcula-se o versor &, como sendo

o resultado do produto vectorial entre & e &,. Do produto vectorial entre versores

perpendiculares entre si resulta sempre um versor.
8, =4 x4, (48)
Para posterior referéncia, designam-se as componentes do versor &, por C;, C, e Cs
& =(C.C,.C)) (47)

De acordo com o que foi deduzido, os elementos da matriz de transformacéo do

referencial g para o referencial a (36) sdo 0s seguintes

A A A
T%=/B B, B (48)
Cl CZ C3

23



Transformag&o Linear de Coordenadas - Alvaro F. M. Azevedo

O resultado do produto vectorial expresso em (45) é um vector nulo sempre que o
versor §, sgjaparalelo ao versor §,. Supondo que o eixo §, € sempre vertical (hipdtese
considerada atras), esta situagdo singular ocorre sempre que a barra é vertical. Para estes
casos é entdo necessario definir a matriz de transformagdo T* com outro critério. Na

Figura2.3 e na Figura2.4 encontra-se a posicdo do referencia a em relagdo ao

referencial g para os casos da barravertical orientada para cima e orientada para baixo.

A 95= &
j a, 4 =(0,0,1)
i<j / % = (0’1’0)
i 8,=(-1,0,0)

Fig. 2.3 - Posicéo do referencial a em relacdo ao referencial g para o caso da barravertical

orientada para cima.

A Y3

— |, 4,=(0,0.-1)
<] ~

T _a a,=(0,1,0)
2T & =(L,0,0)

j

glzaS
Ya

Fig. 2.4 - Posicéo do referencial a em relacdo ao referencial g para o caso da barravertical

orientada para baixo.

Considerando as seguintes expressdes para os versores do referencial a, ficam cobertas

as duas situacdes esquematizadas nas Figuras 2.3 e 2.4.

<[00 %)= (am.n) (9
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A

4,=(0,1,0)=(B,,B,,B;) (50)
%Z[—@,O,OJZ(CPCZ,CJ (51)

Tal como em (48), amatriz de transformagdo T* é constituida por

A A A
T% =B, B, B (52)
C C G

Procede-se em seguida & definicdo da matriz T que foi referida em (37). Esta matriz

de transformaco relaciona as coordenadas de um ponto no referencia auxiliar (&) com
as suas coordenadas no referencial loca (I). As consideracbes que se seguem
baseiam-se na Figura2.5, em que estdo representados os referenciaisa el. O
referencial | € constituido pelo eixo da barra e pelos eixos principais centrais de inércia
da seccdo transversal.

<]

Fig. 2.5 - Posicdo do referencia | em relagdo ao referencia a.

De acordo com aFigura 2.5, pode-se constatar o seguinte:
* 0sexosa el; coincidem;

» oseixosl; els estdo rodados de um angulo a em relagdo aos eixos a; € as.
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A transformacdo entre os referenciaisa el € um caso de transformacdo entre dois
referenciais distintos do geral. Nesta situacdo pode-se recorrer a matriz definida
em (27), que corresponde a uma transformacdo entre os referenciais S e S'. Neste
caso, o referencial S € o referencial a e o referencial S € o referencia |. A matriz de
transformacdo é neste caso cal culada com base nos cosenos dos angulos formados pelos
eixos dos dois referenciais.

cos(l;,a,) cos{l;,a,) cos{l,,a;)
1" =| cos{l,.a,) cosl,,a,) cos{l,,a,) (53)
cos(l;.a) cos(l,.a,) cosfl;,a,)

De acordo com aFigura 2.5 tem-se

cos(0)  cos(90°) cos(90°)
T" =|cos(90°)  cosla@)  cos(90°-a) (54)
cos(90°) cos(90°+a)  cos(a)

1 0 0
T%=|0 cosa sna (55)
0 -sna cosa

As matrizes de transformagdo T e T encontram-se j& definidas. De acordo
com (40), a matriz de transformacéo T , do referencial geral para o local € definida do

Seguinte modo
T=T°T"% (56)

Tal como foi indicado em (39), a correspondente transformacéo € efectuada com a

seguinte expressao

X =T x° (57)

As expressdes aqui deduzidas e que permitem calcular a matriz T foram baseadas na

informacdo de que € habitual dispor huma andlise de um poértico 3D pelo método dos

deslocamentos, i.e., das coordenadas dos nés e do angulo a.
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Umavez que amatriz T é ortogonal, a transformacgao do referencial local parao geral é

efectuada com a seguinte relacéo

=T"x (58)

I><

2.5 - Consideracbesfinais

As expressdes da matriz de transformacdo deduzidas neste capitulo podem ser
directamente utilizadas na formulacéo da matriz de rigidez de elementos de trelica ou de
portico 3D, bem como na formulagdo dos respectivos vectores de forcas nodais
equivalentes.
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