CAPITULO 7

FUNCOES INTERPOLADORAS

Neste capitulo sdo descritos diversos modos de obtencdo de funcgbes interpoladoras,
também designadas fungdes de forma. Sdo apresentados exemplos relativos a meios
unidimensionais, bidimensionais e tridimensionais. As funces de forma obtidas por
procedimentos genéricos podem depois ser utilizadas em distintas formulacdes do

método dos elementos finitos.

7.1 - Simbologia

Apresenta-se em primeiro lugar um resumo da simbologia adoptada no ambito da

determinacéo de funcdes interpoladoras.

Tabela 7.1 - Simbologia relativa a determinagdo de funcoes interpoladoras.

X Coordenada cartesiana

Coordenada cartesiana de um n6é de um e emento finito

byl

u Campo de deslocamentos

a Deslocamento nodal

N Funcéo interpoladora ou fungdo de forma

n NuUmero de nés do e emento finito

L Dimensdo do elemento finito

S Coordenadalocal (curvilinea)

h Espessura do elemento finito laminar

=]

Espessura do elemento finito num né

Coordenadalocal de um n6 de um elemento finito

(%]

Ny  |Vector das funcgdes interpoladoras ou fungdes de forma
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\% Vector contendo os factores ndo constantes de um polinémio

c Coeficiente de um termo de um polinémio

Q Matriz cujas colunas contém o vector V avaliado em nos do elemento finito

p Numero de nés de um bordo de um elemento finito

A Deslocamento de um n6 de um elemento finito

7] Rotacdo de um n6 de um elemento finito

7.2 - Caso unidimensional

Na Figura 7.1 encontra-se representado um elemento finito unidimensional com quatro
nos colocados sobre 0 eixox. A posicdo de cada n6 € definida pela respectiva

coordenada cartesiana X , sendo i o numero do no.

u(x)
. .
@ @
@ @ ® @
X=%,)

(x=%,) (x=%)  (x=x)

(

e

Fig. 7.1 - Elemento finito unidimensional de geometria arbitraria.

As caracteristicas essenciais de umafuncéo de forma N; s80 as seguintes:
» deve assumir o valor unitario para X = X, ;

» deve anular-se nos restantes nos.

E também desgjavel, no caso das funcdes polinomiais, manter o grau do polinémio t&o

baixo quanto possivel.

Na Tabela 7.2 encontram-se os valores que cada fun¢do de forma deve assumir nos nés
do elemento finito.
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Tabela 7.2 - Caracteristicas das fungdes Ny(X) , Na(X) , Na(X) € Ny(X).

X X X X3 X,
N1(X) 1 0 0 0
N2(x) 0 1 0 0
Ns(X) 0 0 1 0
Na() 0 0 0 1

E fécil verificar que as seguintes funcdes de forma sdo polinémios que respeitam as
condi¢des definidas na Tabela 7.2.

ol
LR e = @
S ) G @
SR e s ®

A expressdo genérica para o caso de um elemento finito unidimensional com n nos é

- %)
%) ®)

A expressdo (5) é designada férmula de interpolagdo de Lagrange[7.1], sendo as
expressoes (1)-(4) o caso particular de (5), quando n = 4.

Se em(5) se considerarn=2, X, =-1 e X, =1, obtém-se as funcdes de forma que
foram determinadas no Capitulo4 para 0 caso da barra de dois nés e

comprimento L =2. De um modo semelhante seria possivel verificar a coincidéncia
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entre as restantes funcdes de forma determinadas no Capitulo 4 e as que se obtém

com (5).

7.3 - Caso bidimensional

Considere-se agora o elemento finito bidimensional com 16 nds representado na

Figura7.2.

,®
*®
$®
°®

[ ® ® [
x| @ @ @ @ 2
[ ® ® [
x| ® ©®© @
@ 4 4 @
© ® 66 O

2/3 2/3 2/3

Fig. 7.2 - Elemento finito bidimensional com 16 nos.

Relativamente a0 elemento finito de 16 nods, pretende-se obter a funcdo de
formaNy (s1, ). Esta fungdo deve ser unitaria no n6 7 e deve anular-se nos restantes

nos. As coordenadas do n6 7 sdo (s, ) = (13, -1/3).

Na direccdo s;, 0 N6 7 € o terceiro nd. Por isso deve-se utilizar a funcdo N3 indicada

em(3) e considerar x=5s, X =-1, X,=-1/3, X, =13 e X, =1. Esta fungdo €

designada N3; e tem a seguinte expressao
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N (5) = (s+1) (s+13)(s-1)

(v3+1) (13+v3) (13-) (6)
27
Ny (s) = _1_6(51”1)(51*]/3)(51-1) -

Os indices em N3; tém o significado de fungdo de forma unidimensional correspondente

ao nd 3 e com x substituido por s;.

Na direccdo s;, 0 n0 7 é 0 segundo no. Por isso deve-se utilizar a fungdo N, indicada

em (2), considerar x=s, e, de igua forma, X, =-1, X, =-1/3, X,=1/3 e X, =1.

Esta funcéo é designada N, e tem a seguinte expressdo

(s,+1)(s,-13)(s,-1)

Ny, (s,) =

(~13+3) (-13-13)(-13-1) ©
Na(s) = 22 (5,+3) (5, -4/3) (5,1 ©
A funcio Ny (s1, S,) € 0 produto de (7) por (9)
N, (s.,5,) = Ny (s) Nyo(s)) (10)
N, (5.8) = — 222 (5+2) (s+13) (s -2) (s,+2) (5, -13) (s, -1) (11)

256

Como se pode facilmente verificar, esta funcdo de forma assume o valor unitario no
no6 7 e anula-se nos restantes nos. As fungdes de forma correspondentes aos restantes 15
nOs poderiam ser obtidas de um modo idéntico a0 que foi aqui apresentado. Na

Figura 7.3 encontra-se, em perspectiva, o gréfico dafuncéo N; (s1, ).
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Fig. 7.3 - Gréfico dafuncdo de forma Ny (s, ).

A expressdo (11) é equivaente a seguinte

81
N,(s.s,) = 2_56+

243 243
+-—g-——5 -

256 © 256
_ﬂ Z_ESLSZ_E 2 _
2568'L 256 256
243 ; 243 , 243  , 243 ,

PSR I P 4508y 12
2565' 2565'Sz 2565'% 256% (12)
+729 Se 4 81312 2+729 3

256 256 256
243 5 2 243 5 5
+ 5 £ _
25681% 2565'SZ
729 ,

19 s
2568'L >
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O triangulo de Pascal correspondente a umafuncéo de duas variaveis € o seguinte

1
s s,
s SS, s;
s; s'S, S,S; s
s s's, s's; S s
s s's, s’s; s's; s, S, s
s? 'S, s's; s's; s's; S.S S5

(13)

Comparando (12) com o tridngulo de Pascal representado em (13), pode observar-se que

a funcdo de forma Ny (s1, $2) € um polinémio de sexto grau incompleto, em que foram

utilizados apenas os 16 termos que figuram em (12).

7.4 - Procedimento genérico para determinar as funcbes de forma

Apresenta-se em seguida um procedimento que permite determinar as funcdes de forma

de um elemento finito com n nés arbitrariamente distribuidos[7.2]. A exposicdo que se

segue basdiase num exemplo, que consiste num elemento finito de cinco nés

posicionados de acordo com aFigura 7.4.

() h(si, )

Fig. 7.4 - Elemento finito com cinco nés.

As coordenadas dos cinco nés do elemento finito sdo, no sistema de eixos (s, )
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Su S -1 -1

S +1 -1
S=1S; Sp|=|+1 +1 (14)

Sy Sp 0 +1

1S S LT 1+ 1_

Pretende-se fazer a interpolacdo do campo de espessuras h (si, S), sendo utilizada a

seguinte expressdo, em que h, representa a espessura do elemento finito no no .

h(s.s)=N,(s.s)h + N,(s,s,)h, + Ny(s,s) b, +

_ _ (15)
+N,(s,8)h, + N(s,8) by
Recorrendo a notagcdo matricial, a equacdo (15) passaa
N
NZ
h=[h, B, B h RJ|N, (16)
N,
_NS_
ou
=T
h=h N, (17)
sendo
_ﬁl_
h,
h=|h, (18)
h,
]
"N,
N2
Ny = N, (19)
N4
| Ns |
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Tendo em vista a determinacéo das cinco funcdes de forma polinomiais N;, € necessario
seleccionar no triangulo de Pascal um ndmero de termos igual a0 nimero de nés do
elemento finito. Por este motivo, 0 exemplo da Figura7.4 requer a escolha de cinco
termos, que devem ser de grau t&o baixo quanto possivel. No tridngulo de Pascal atras
apresentado (13), sdo assim seleccionados 0s seguintes termos, que se agrupam num

vector designado por V

(20)

<
I
(LGNNI 7, B ™

(1SS ]

Na seleccdo efectuada, foi dada preferéncia a termos de grau mais elevado em s; do que
em s, devido ao facto de o elemento finito apresentar mais n6s segundo a direc¢éo s;.
De acordo com a seleccdo de termos efectuada, a funcdo h (si, ) vai ser aproximada

com o seguinte polinémio

h(s.s)=C+CS+CS+C S +GSS (21)

gue em notacdo matricial se escreve

h=[c ¢ ¢ ¢ ¢ (22)

W
'\S,,'—mNI\S”._V’H

ou
h=c"V (23)

sendo
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0

(24)

I
I
£ 0

&

Ao efectuar em (22) a substituicdo das varidveiss, es, pelas coordenadas do né 1,

pretende-se obter o valor da espessurah no no 1 (ﬁl)

h=[c ¢ ¢ ¢ o s (25)

Procedendo de igual forma com os restantes nés e agrupando as cinco expressdes do

tipo (25) numa Unica expressdo matricial, tem-se

lh, R, R h R=
1 1 1 1 1
Su Su Su Su S (26)
= [C.I. G G G Cs] Se S» S» Sip S»
S S S S 0§
1SuSe SuSn SuSp SuSp S
ou
ET = QT 9 (27)
sendo
[ 1 1 1 1 1
Su Sx Su Su S
Q=| s S» S» Siz S (28)
S S s s &
1SuSe SuSy SuSn SuSnp SuSy)
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No caso do exemplo da Figura 7.4 e de acordo com (14), os elementos de Q sdo

(+1 +1 +1 +1 +1
-1 +1 +1 O -1
~1 -1 +1 +1 +1 (29)
+1 +1 +1 0 +1
+1 -1 +1 0 -1

O
I

Uma vez que a matriz Q € quadrada e se supde néo singular, pode-se multiplicar, a

direita, ambos os membros de (27) por 9‘1, resultando
¢'=h' Q" (30)

Substituindo o segundo membro de (30) em (23) resulta

T ~-1

h= Q

1=

v (31)

Uma vez que sdo iguais os segundos membros de (17) e (31), e umavez gque o vector de

espessuras (E ) éarbitrario, conclui-se que
N, =Q7 Vv (32)
No caso do exemplo daFigura7.4, ainversadamatriz Q (29) é

[ Y4 -y4 -Y4 0 Y4]
Y4 14 -1Y4 0 -14
Q'=|-y4 y4 y4 y2 14 (33)

1 o 0 -1 ©
-4 -y4 Y4 12 -14

resultando
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[ Y4 -y4 -Y4 0 Y4]
Y4 Y4 -1Y4 0 -Y4

O VNI B

No=|-Y4 Y4 ya y2 ya (39
1 0 0O -1 0
-V4 -ya Y4 Y2 -v4)[ss

As fungBes de forma sio

Ni(s,8)=(1-5-s,+s5)/4 (35)
Ny(s.8)=(1+s-5-55)/4 (36)
Ny(s.5,) = (1+s+s,+25 +55,)/4 (37)
N,(s,8)=1-¢ (39)
Ny(s.5,) = (F1-s+s,+25-55,)/4 (39)

Existem alguns casos em que, devido a localizagcdo dos nos ou devido a incorrecta

seleccdo de termos no tridngulo de Pascal, a matriz Q resulta singular. Nestes casos o

procedimento agui descrito ndo pode ser utilizado.

7.5 - Elementos bidimensionais. familias L agrangeana e serendipity

O procedimento descrito na Seccgéo 7.4 encontra-se bem definido, com excepcdo do
facto de ser necessério seleccionar, em cada caso, um adequado conjunto de termos no
triangulo de Pascal. Nos casos em gque ndo existe um critério 6bvio, é conveniente
ensaiar vérias dternativas. De cada conjunto de termos do tridngulo de Pasca vai
resultar uma distinta formulacéo do elemento finito, sendo conveniente averiguar qual é
a que conduz a resultados mais precisos. Para as situagbes mais comuns existem ja
formulacbes que conduzem a bons resultados, sendo em seguida apresentados dois
desses casos, que sdo designados de elementos da familia Lagrangeana e elementos da
familia serendipity [7.2].
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Os elementos bidimensionais da familia Lagrangeana s quadrilateros com p? nés,

sendo p o nimero de nds de um bordo (ver aFigura7.5).

S Sil St
L,=2 —> —> —>
| | |
L1:2 L1=2 L1=2
p=2 p=3 p=4

Fig. 7.5 - Elementos finitos bidimensionais da familia L agrangeana.

As fungdes de forma do elemento Lagrangeano com p =4 foram ja apresentadas na
Sec¢do 7.3. Quando se determinam as funcdes de forma com o procedimento genérico
descrito na Secgdo 7.4, deve-se seleccionar os termos do triangulo de Pascal com o

critério definido naFigura 7.6.

Fig. 7.6 - Seleccdo de termos no tridngulo de Pascal para elementos finitos bidimensionais da
familia Lagrangeana.

Como se pode observar na Figura 7.6, o critério de seleccdo de termos no tridngulo de

Pascal é facilmente extensivel avalores superiores de p.

127



Funcdes Interpoladoras - Alvaro F. M. Azevedo

Apresentam-se na Figura7.7 aguns exemplos de elementos finitos da familia

serendipity.
St S $1
L2—2 — —_ N
] ] ]
L1:2 L1=2 L1=2
p=2 p=3 p=4

Fig. 7.7 - Elementos finitos bidimensionais da familia serendipity.
O numero de nés de cada el emento da familia serendipity €4 (p - 1), sendo p o nimero
de n6s de um bordo.

Na Figura 7.8 encontra-se o critério de seleccdo de termos no triangulo de Pascal para o

caso de elementos da familia serendipity.

Fig. 7.8 - Seleccdo de termos no tridngulo de Pascal para elementos finitos bidimensionais da
familia serendipity.
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De cada vez quep é incrementado uma unidade, sdo acrescentados quatro nés ao
elemento finito (um em cada bordo) e so seleccionados mais quatro termos no

tridngulo de Pascal. Este critério é extensivel a qualquer valor de p.

Na prética, os el ementos finitos que apresentam um bom compromisso entre 0 nUmero
de nés e a qualidade dos resultados obtidos séo os da familia serendipity, com oito
nos (p = 3). Apresenta-se na Figura 7.9 um exemplo de um destes elementos finitos no

referencial (X, X2).

X2

X1

Fig. 7.9 - Elemento finito de 8 nds dafamilia serendipity.

Quando comparado com o quadrilatero de quatro nés, o el emento finito representado na
Figura7.9 tem a vantagem de ser mais preciso e de se adaptar bem a fronteiras

curviliness.

Apresenta-se em seguida um exemplo de um elemento finito que apresenta mais nds na

direccéo s, do que nadireccdo s, (ver aFigura 7.10).
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Fig. 7.10 - Elemento finito bidimensional com oito nos.

Tendo em vista a determinagéo das funcoes de forma do elemento finito representado na
Figura7.10, devem ser seleccionados os termos do triangulo de Pascal que se
encontram assinalados na Figura 7.11.

NS

s ss SS

Fig. 7.11 - Seleccéo de termos no tridngulo de Pascal para o elemento finito bidimensional

representado na Figura 7.10.

Sao preferidos termos de grau mais elevado em s,, porque o elemento possui mais nNos

nadireccdo s, do que nadireccéo s;.

7.6 - Propriedades das funcdes inter polador as

Considere-se 0 el emento finito de trés nés representado na Figura 7.12.
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u(x)
——>

4 a 8

o
® @ ®

(x=x) (x=x,) (x=%;)

Fig. 7.12 - Elemento finito unidimensional de geometria arbitraria.

Supondo que ndo é efectuada qualquer substituicdo de variavel, a interpolacéo do
campo de deslocamentos é ef ectuada da seguinte forma

u(x) = Ny (x) & + N, (x) &, + N; (x) a, (40)
Admita-se agora que em todos 0s nos é imposto o mesmo deslocamento A.
=8 =3=»4 (41)
Neste caso pretende-se que afuncdo interpolada u ( x ) sgjauma funcéo constante
u(x)=2a (42)
em todos os pontos do e emento finito.

Substituindo (41) e (42) em (40), resulta

A=N,(x) A+ N,(x)A+ N,(x) A (43)
N, (x) + N, (x) + N, (x) =1 (44)
>N () =1 (45)

sendo n o nimero de nés do e emento finito.

A equacdo (45) constitui uma propriedade que as funcdes de forma devem possuir. SO

assim se garante que uma translacéo do elemento finito é correctamente interpolada com
aequagdo (40).
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E fécil constatar que todos os conjuntos de funcbes de forma apresentados nos

Capitulos 4 e 6 possuem a propriedade (45).

Outra questdo que se coloca é a de definir um procedimento que garanta que as funcfes
interpoladoras que se pretende determinar possuam a propriedade (45). Com este

objectivo considere-se a expressao que define as fungdes interpoladoras (32)

N, =Q™*V (46)
Multiplicando ambos os membros de (46) por Q obtém-se

QN, =V (47)

gue no exemplo da Figura 7.4 corresponde a (ver a Seccéo 7.4)

1 1 1 1 1 N, 1
Su Sy Sy Su S [| N, S
S S» Sy Siz Sz Ny =] s (48)
S S S S S |INg| | S
15182 SuSe SuSe SuSe &% [Ns] [SS]

Como se pode verificar em (48), se no tridngulo de Pascal o elemento unitério do seu
vértice for o primeiro dos termos seleccionados, entdo o primeiro elemento do vector V

€ sempre unitario e a primeira linha da matriz Q tem todos os elementos também

unitérios. A primeiradas cinco equagdes a que (48) corresponde €
N, +N, + N, + N, + N, =1 (49)

As fungbes de forma determinadas com (46) respeitam as condicdes (48) e (49). Assim
fica provado que sempre que o termo unitério do tridngulo de Pascal é seleccionado,

entdo as funcdes de forma obtidas possuem a propriedade (45).

7.7 - Inter polagéo Hermitiana

Em todas as interpolagdes que foram efectuadas nas seccOes anteriores apenas se

atendeu aos valores nodais das fungbes. Na interpolacdo Hermitiana, que € descrita
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nesta seccdo, sdo também consideradas as derivadas das fungbes nos nés. Este tipo de
interpolacdo tem interesse para a formulacdo de elementos finitos em que sdo

consideradas as rotagdes (e.g., vigas, lgjes).

Na Figura7.13 encontra-se um elemento finito com dois nés e comprimentoL. A
funcéo u(x) corresponde ao deslocamento vertical, cujos valores nodais séo A; e A,. Nos

nos 1 e2 arotacdo € & e 6, respectivamente.

Fig. 7.13 - Interpolagdo Hermitiana num elemento unidimensional com dois nés.

Os deslocamentos generalizados dos nés do elemento finito representado na Figura 7.13

S80 0s seguintes

a A,
a|_| 6
a=||= 50
3% a7, (50)
a, o,
De acordo com a Figura 7.13 e designando du/dx por u'(x), tem-se
a =4, =u(x)=u(-L/2)
8, =6, =u(x)=u(-L/2)
(51)

8, =1, =u(x,)=u(L/2)
a,=6, =u(%)=u(L/2)

Umavez que as rotages sdo muito pequenas, supde-se
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tan 6 0 6 (52)

Pretende-se determinar a funcdo u(x) que respeita as condi¢bes(51). Com esse
objectivo, admite-se que afuncdo u(x) é o seguinte polindmio de grau 3

u(x) = ¢ +c, x+c; X2 +¢, X (53)

gue em notacdo matricial corresponde a

1
X
u)=le & o o], (54)
XS
ou
ux) = c"V (55)
sendo
G
c=|" (56)
|G
Cy
e
1
| x
V= X2 (57)
XS
Derivando ambos os membros de (53) obtém-se
u'(x) = ¢, + 2¢,x + 3¢, X2 (58)

gue em notacdo matricial corresponde a
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0
izl ¢ o ol (59)
2 4, 2X
3x?
ou
u(x) =chv’ (60)
sendo
0
vi=| 1 61
V=l (61)
3x?

Para que (51) se verifique quando as funcdes u e U' sdo (54) e (59), é necessario que

1
oy X
a=u(x)=[c ¢ ¢ c] %2 (62)
<3
0
a,=u(x)=le ¢ o ol (63)
2 4, 22
3%’
1
_ X,
a's:u(xz):[cl C, G C4] 2 (64)
<3
0
a=u(x)=le ¢ ¢ o] © (65)
2X,
3x;
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Agrupando (62)-(65) numa Unica expressao matricial, resulta

1 0 1 0
[, a a a]=[¢ ¢ c cf 22 21)_(1 :z 2;2 (66)
x° 3%x? %5 3%/
ou
a’'=c¢'Q (67)
sendo a definido por (50), ¢ definido por (56) e Q definido por
1 0 1 0
X, 1 X 1
| 2n % 2% ©)
x} 3% X 3%x7

Verifica-se assim que as colunas da matriz Q sdo constituidas pelos vectores V (57) e

V' (61) avaliados nos pontos nodais X, € X, .
No caso daFigura7.13 tem-se

1 o 1 o
-2 1 L2 1

Q= s L e L (69)
-1°/8 31%/4 L%/8 31%/a
Multiplicando, a direita, ambos os membros de (67) por 9‘1 resulta
¢ =a Q" (70)
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A matriz inversade (69) é

Y2 -3/(2L) o 2/

L | 8 -y4 -y(2L) YL?
Q- 12 3/(2L) o -2/ (1)
2

-8 -ya yleL) Yo
Substituindo (70) em (55) obtém-se
u(x) =a’' Q*v (72)
A interpolacéo que se pretende definir deve ter as seguintes caracteristicas
u(x) = Ny(x) & + N,(x) &, + Ny(x) &, + N, (x) a, (73)

gue em notacdo matricial corresponde a

N,
N2
u) =la a a al| (74)
N,
ou
u(x) =a" N, (75)

sendo a definido por (50) e

1

N

(76)

w

N

_ N
NV—N
N,

Uma vez que sdo iguais 0s segundos membros de (72) e (75), e uma vez que o vector

dos deslocamentos nodais (a) € arbitrério, conclui-se que

N, =Q™V (77)
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No caso do exemplo da Figura7.13, as funcdes de forma obtém-se fazendo o produto
de (71) por (57), resultando

N, (x) = %_2_3;_)” E X (78)
N, (x) = %—%x—z—ll_xz +%x3 (79)
N, (x) = %+2—3;_x—%x3 (80)
N, (x) = —%—Zx+2—1|_x2+%x3 (81)
No caso particular de ser L = 2, as fungdes de forma sdo as seguintes
N, (x) = %—§x+%x3 (82)
N, (x) = %—%x—%xz +%x3 (83)
N, (x) = %+gx—%x3 (84)
N, (x) = —% —%x+%x2 +%x3 (85)

Os gréficos das funcdes (82)-(85) encontram-se representados na Figura 7.14

138



Funcdes Interpoladoras - Alvaro F. M. Azevedo

N1 (X) N2 (X)
[ 1 4

~

N3 (X) Ns (%)
1 / 17

1 1 1\\/1

Fig. 7.14 - Gréficos das funcbes N;(X) correspondentes ao elemento de dois nés com
comprimento L = 2.

Apresenta-se em seguida o caso da interpolagdo Hermitiana de um elemento de trés nos.
O elemento considerado tem comprimentoL =2 e o nd intermédio centrado (ver a
Figura7.15).

u (x)

Fig. 7.15 - Interpolagdo Hermitiana num elemento unidimensional com trés nés.
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O vector dos deslocamentos generalizados é

& A
a|l |6
a; | _|4,
a= =
T |a, o, (86)
a | |4,
3| [ 6]
A funcdo u(x) que respeita as condigdes indicadas naFigura7.15 é
u(x) = ¢ +c, x+c X2 +c, C+e XA +¢, X° (87)
-1
X
XZ
e SR e (88)
X4
X5
u(x) =c'v (89)
A derivada dafuncéo u(x) é
u'(x) = ¢, + 2c,x + 3¢, X* + 4¢, x° + 5¢, x* (90)
"0
1
. 2X
U=la e & e ol (91)
4x°
_5X4_
u(x) =c"Vv' (92)
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A matriz Q € neste caso a seguinte

re)
I

De acordo com as coordenadas indicadas na Figura 7.15, tem-se

re;

o O o+ OO

Atendendo a(77), tem-se

N,7 [0
N,| |0
Ny | |1
N,| |0
Ny| |0
Ng| |0

R
N

X % B~ O

NANGNoN

w

D

!
X X X X X

N Na NNy N
()]
Xl X

I
O O O O O
o O O o+ O

o O O O O

-5/4 -12 34 ]
Y4 -4 ya

o O O O O

Y4 -14

1 0
X, 1
%2 2%,
X2 3%xZ
XS4 4233
X, 5% |

10

11

12

1 3

14

1 5]

~12 34 ]
~y4 14

1 0

0 1
~12 -3/4

Y4 Y4 |
1 0

o 1
~12 -3/4
Y4 14 |
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1,, 35

N,(x) = x* = =x® - =x* + =x 98
() PR (%8)
1, 1, 1, 15
N,(X) = =x"—=X"—-=X"+ =X 99
() = X =2 = ot 42 (99)
N,(x) = 1-2x% + x* (100)
N,(x) = x-2x% +x° (101)
2 3 4 3 5
Ny (x) = x® + =x% - =x* - Zx (102)
2 4
1, 1,. 1, 15
Neg(X) = —=x"—=x"+=X"+=X 103
o()) = = =+ oxt o (103)

Os gréficos das funcdes (98)-(103) encontram-se representados na Figura 7.16.

7.8 - Consideracgbesfinais

Neste capitulo foram apresentados alguns procedimentos destinados a determinacéo de
funces de forma. Sempre que os procedimentos mais simples ndo sgiam aplicaveis,
deve-se utilizar um dos métodos genéricos descritos nas Seccbes7.4 e7.7. A
metodologia descrita na Seccdo 7.4 pode ser facilmente adaptada aos casos
tridimensionais. Neste caso, no lugar do triangulo de Pascal tem-se uma piramide em
cujo vértice figura o elemento unitario, seguido de um segundo nivel em que figuram as

variaveis s, S € Sg, €etc.
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Nl (X) N2 (X)
1+ 17
X X
e —~
-1 1 -1 1
N3 (x) Ny (%)
1 L
X X
1 | 1
N5 (X) Ne (%)
1+ 14
X X
1 14 !

Fig. 7.16 - Gréficos das funcdes N;(x) correspondentes ao elemento de trés nds com

comprimento L = 2.
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