CAPITULO 12

VIGA DE EULER-BERNOULLI

Designa-se por Euler-Bernoulli a formulagdo do elemento finito de viga em que se
considera que as secgbes se mantém planas e normais a0 eixo da barra apés a

deformacgdo. Deste modo ndo € considerada a deformacédo devida ao corte.

12.1 - Simbologia

Apresenta-se em primeiro lugar um resumo da simbologia adoptada na formulagdo do
elemento de viga de Euler-Bernoulli.

Tabela12.1 - Simbologia relativa ao elemento de viga de Euler-Bernoulli.

L Comprimento da barra prismatica

X Coordenada cartesiana

u Campo de deslocamentos

a Deslocamento generalizado nodal

A Deslocamento nodal

7] Rotac&o nodal

X Coordenada cartesiana de um n6é de um e emento finito

N Funcéo interpoladora ou fungdo de forma

£ Deformacéo

B Matriz de deformacéo

o Tensdo normal

E Modulo de elasticidade ou modulo de Y oung

p Accéo exterior distribuida por unidade de comprimento
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F Forcas nodais equivalentes a accao exterior, nos graus de liberdade do

elemento finito, no referencial local

V Volume

S Superficie

I Momento de inércia da seccdo transversal da barra prismética

K Matriz de rigidez do elemento finito no referencial local

M Momento flector

S Coordenadalocal

Coordenadalocal de um n6 de um elemento finito

%]

J Jacobiano datransformacdo (J=dx;/ ds)

12.2 - Viga de dois n6s sem substituicdo de variavel

Na Figural2.1 encontra-se representado um elemento de viga com dois nés e com

comprimento L (ver os Capitulos 7 e 11).

Fig. 12.1 - Elemento de viga com dois nos.

Os deslocamentos generalizados dos nos do elemento finito representado na Figura 12.1

S80 0s seguintes
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a A
7
g = az = 1 ( 1)
A A,
a, o,

De acordo com o que foi exposto no Capitulo 11, o deslocamento lateral € uz(xy). A

coordenada cartesiana x; corresponde ao né i e refere-se ao X0 ;.

A interpolacdo do campo de deslocamentos € ef ectuada com a seguinte expressao (ver o
Capitulo 7)

Us (%) = Ny(x) a + N,(x) a, + Ny(x) a; + N,(x) a, 2

gue em notacdo matricial se escreve

a
_ a,
u(x) =[N, N, Ny N N (3)
2
ou
u; = Na (4)
sendo
N:[Nl N, N, N4] (5

As funcbes de formaN; aN4 sd0 as correspondentes & interpolacdo Hermitiana e tém as

seguintes expressoes (ver o Capitulo 7)

1 3 2
N, (%) = E_Zxﬁfﬁxf (6)
L 1 1 1
NZ(Xl)zg_le_lez-'-FXf (7)
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1 3 2
N, (x) = §+ZX1_FX13 (8)
L 1 1 1
N4(X1) = ‘g‘le "‘fo "‘Fxf 9)

Considerando apenas os deslocamentos laterais uz(x;), i.e., considerando constante a
componente Up; do campo de deslocamentos, tem-se, de acordo com o gue foi exposto

no Capitulo 11

~2 (10)

Designando por & a seguinte componente da expresséo (10)

o
N
c
%

= (11)
passa ater-se
& =% & (12)
Substituindo (2) em (11) chega-sea
a
d’N d’N d’N d’N
& = {_ 2l - 22 - 23 - 24} % (13)
dx dx dx  dx | a
a,
Definindo a matriz B da seguinte forma
2 2 2 2
B = _dN21 _d N22 _dN23 _d N24 (14)
dx dx dx dx
passa a escrever-se
£=Ba (15)
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Substituindo (15) em (12) obtém-se
& =xBa (16)

Atendendo as funcdes de forma (6) a (9), sdo 0s seguintes 0s componentes da matriz B

12 1 6 12 1 6
B=|-2% T_° < __°

Também de acordo com o que foi exposto no Capitulo 11, tem-se
o =Eg¢g (18)
e, atendendo a (16),
o,=E x, Ba (19)

Considere-se que na viga da Figural2.l actua a carga uniformemente distribuida
representada na Figura 12.2

X3
F >F2 Fs >F4

SEEREERRRRRREI

_L/2 L2
< > >l

Fig. 12.2 - Carga uniformemente distribuida e respectivas forgas nodais equivalentes.

As forcas nodais equivalentes a accdo exterior encontram-se também representadas na
Figura 12.2 e apresentam os mesmos sentidos positivos que foram considerados para os

deslocamentos generalizados a;.

O principio dos trabahos virtuais(PTV), que foi apresentado no Capitulo 4,
corresponde ao seguinte
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T _ T
Ivdg ogdVv —'[Ldg pdL (20)

No caso da viga representada nas Figuras 12.1 e 12.2 a equacdo (20) passaa

+L/2 +L/2

I .[555101(15(1)(1: Id'uspdx1 (21)

-L)2 -L)2

Nesta equacdo, S € a superficie correspondente a seccdo transversal da barra (ver o
Capitulo 11) e

dS =dx, dx, (22)
A equacdo (16) referida & deformacdo virtual € a seguinte

dg = % B Jda (23)
gue € equivalente a

dg = Jda B x, (24)

du,=N Ja (25)
gue € equivaente a
du,=da N’ (26)

Substituindo todas estas equacdes em (21) passaater-se 0 PTV expresso por
+1/2 +L/2

[ [,6a"BTExX Badsdx = [da'N"pdx (27)

-2 -L/2

Passando para fora de cada integral tudo o que ndo depende da respectiva varidvel

chega-sea
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+1/2 +L/2
oa’ | BTBE [ xdSdxa=0a"p [NTdx (28)

-L/2 -L/2

Nesta expressdo considera-se que o médulo de Young E é constante dentro da seccéo

transversal e variavel ao longo do eixo da barra.

O momento de inércia em relacdo ao eixo X, é definido da seguinte forma, sendo

designado por I,
—_ 2
I, —jsx3dS (29)

De acordo com oPTV, a equacdo (28) é verdadeira para qualquer conjunto de

deslocamentos virtuais, concluindo-se assim que

+L/2 +L/2
[B'BEI,dx a=p [N'dx (30)

-1/2 -1/2

A matriz derigidez do elemento devigaé
K= [B'BEI,dx (31)

e 0 vector de solicitacdo é

+L/2

F=p[Ndx (32)

-L/2

Supondo 0 médulo de Young e 0 momento de inércia constantes em toda a barra, a

expressao da matriz de rigidez passa a
Y

K =El, [B'Bdx (33
L/

Substituindo em (33) aexpressdo (17), tem-se
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12
3z
P 1 6X1
T T2 12 1 6 12 1 6
K=El, I L12L {—F E_? E _E_ind)ﬁ (34)
-L/2 — X
L3
21 6
B

[ 12 6 12 6 |
T oz B2
6 4 _6 2
_ L2 L 2 L
K=EL| 952 % 12 & (35)
T
6 2 _6 4
L L2 L 2 L |

Esta matriz coincide com a que se obtém pelos métodos cléssicos da teoria das

estruturas reticuladas [12.1].

Substituindo (5) em (32) e considerando as funcdes de forma (6)-(9), obtém-se

(36)

+L/2

"z Stor XX

Depois de efectuar o calculo dos integrais presentes em (36) chega-se a

L/2
F=p U2 (37)
- L/2

-12/12

gue também corresponde ao que se obtém por métodos classicos [12.1].
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No Capitulo 11 encontra-se deduzida a seguinte expresséo para o calculo do momento

flector naviga, quando o modulo de Y oung é constante

o
N
e
o

M =-El,

q (38)

28

Atendendo a (11), (15) e (38), conclui-se que o momento flector pode ser obtido com
M =EIl,Ba (39)

A matriz B é avaliada no ponto em que se pretende calcular o momento flector. Deve-se
notar que, em geral, esta expressdo ndo fornece valores para os momentos flectores
coincidentes com os da teoria cléassica, porque quando os deslocamentos a sdo nulos o
momento flector calculado com (39) € nulo em toda a barra, sendo assim ignorada a
contribuicdo das cargas que actuam no seu interior (e.g., carga distribuidap). Esta
guestdo obriga a que sgja efectuada uma discretizacdo de cada barra de um pértico em
vérios elementos finitos (ver aFigura12.3).

[

[

Fig. 12.3 - Exemplo: discretizac8o das barras de um pértico em 22 elementos finitos.

O procedimento aqui apresentado para o calculo da matriz de rigidez e do vector
solicitacdo apresenta a vantagem de ser mais facilmente estendido a outras situagoes
mais elaboradas (e.g., elementos finitos com mais do que dois nés, barras de seccdo

varidvel, barras néo rectilineas).
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12.3 - Viga detrés n6s sem substituicéo de variavel

A formulacéo da matriz de rigidez e vector solicitaco da viga de trés nos é efectuada de
um modo semelhante ao que foi exposto na Secgdo 12.2. As Unicas diferencas sdo o
aumento da dimensdo de todos os vectores e matrizes envolvidos e 0 recurso as

expressoes da interpolacdo Hermitiana com trés nés (ver o Capitulo 7).

12.4 - Viga de dois nés com substituicdo de variavel

Quando é utilizada a interpolacdo Hermitiana e se faz uma substituicdo de variavel,

surgem algumas questdes que sdo apresentadas com base no exemplo daFigura12.4.

Us (X1)

Fig. 12.4 - Substituicdo de variavel num elemento de viga com dois nés.

A transformagdo entre a coordenada x; e a coordenada s €, neste caso simples, efectuada

Com a seguinte expressao
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L
X :ES (40)

O vector dos deslocamentos generalizados navigarea €

a A
6,
a=|2=|" (42)
a A,
a, o,
sendo
du
g=—212
ax (42)
Apbs a substituicdo de variavel e atendendo a coordenada local s, tem-se
a] [a
__|& 6,
g =] = 43
3, A, (43)
8] |6
sendo
~ _du
g=—232
ds (44)
A derivada em ordem a s dafuncéo us(x1(S)) é pelaregradacadeia
du, _ du, dx
ds dx ds (45)
De acordo com (40), tem-se neste caso
dx _ L
ds 2 (46)

Designando por J a seguinte derivada
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dx, _L
J="T2==
ds 2 (47)
tem-se
du, _ du,
— =S = _3]
ds dx (48)
e, atendendo a (42) e (44)
=61 (49)
Nos nos, tem-se
6, =61
(50)
6, =6,
Substituindo (50) em (43), obtém-se
a AY
a 6 J
a=|2=|" (51)
4 A,
a, g,
Atendendo a (41), chega-se a
Y CY
a J
a = iz = |*® (52)
2 8
a, a, J

A interpolagdo do campo de deslocamentos pode ser efectuada com base na

coordenada s, sendo utilizada a seguinte expressao (ver aFigura 12.4)

u(s) = Ny(s) & + N, (s) &, + Ni(s) & + Ni(s) &, (53)

214



Viga de Euler-Bernoulli - Alvaro F. M. Azevedo

As fungdes de forma N, sdo definidas com as seguintes expressdes, que correspondem

ainterpolacdo Hermitiana numa viga com comprimento L = 2 (ver o Capitulo 7)

N, (s) = %—%s+%s3 (54)
N, (s) = % - %s— %sz + %53 (55)
N, (s) = %+%s—%s3 (56)
N, (s) = —%—%s&%sz +%s3 (57)

Substituindo (52) em (53) chega-se a

u(s) = Ny(s) a, + Ny(s) 3 a, + Ny(s) a; + N,(s) J a, (58)

Umavez que se pretende que ainterpolacdo de us seja efectuada da seguinte forma

a
w() = (M) N(S) Nefs) M9 (59)
a,
o
u(s) = Na (60)
conclui-se que
N=[N, N, N, NJ=[N, N, N, N,J] (61)
sendo
N(9) = Ni(9) = 5 - S5+ s (62)
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— 1 1 1 1

N,(s) = N,(s) J = (Z—Zs—zsz +Zs3) J (63)
— 1 3 1

N,(s) = N,(s) = > +ZS_ZSS (64)
— 1 1 1 1

N,(s) = N,(s)J = (—Z—Zs+zsz +Zs3) J (65)

Atendendo as equactes (10)-(14), existe a necessidade de calcular a seguinte matriz

E:

_d?N, _d?N, _d°N, _dZNA} (66)

dx, dx dx dx

Para calcular as derivadas de N; em ordem axi, quando apenas se conhecem as funcoes
Ni(s) (62)-(65), deve-se recorrer aregra da cadeia

dN, _ dN, dx &7
ds dx ds (67)
Atendendo a (47), fica
dN, _ dN,
— =1 (68)
S %

Derivando outravez em ordem a s e considerando de novo aregra da cadeiatem-se

d (dN. ) _ d (dN, \dx
ds(dsJ_dxl(dsjds (69)
Considerando (47) e (68) chega-se a
d’N. d (dN,
L= tJ | J
T dxl(dxl j (70

Umavez que J é constante, tem-se
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d’N. d’N,

dg  dx I (71)
gue € equivaente a

d?N, _ d?N, 1

dx  ds? J?2 (72)

ddzz'; . (— % + gs) J (74)
ddzsNZS =38 (79
(139

Estas expressfes sdo substituidas em (72), obtendo-se assm as segundas derivadas

de N; em ordem a x;

d’N, _ 3 / )

= ~s/J
a0 25 (77)
d’N, 1.3
= | =" - J
dx ( 2+23j/ (78
N, 3/ (79)
dx? 2
d’N, 1. 3

=|Z+>s|/J
ax; [2+25)/ (%0

Atendendo a (47), tem-se
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(3:221 = % s (81
?12223 - - % s 83)

De acordo com (66), sdo 0s seguintes os el ementos da matriz B em funcdo davariavel s

1 3
B=|-—s —=—S5 —S -———— 85
- { L L L L2 L L} (85)

De acordo com (33), i.e., supondo 0 médulo de Young e a seccdo constantes, tem-se a
seguinte expressdo para a matriz de rigidez do elemento finito de viga no referencial
local

K =El, [B'Bdx (86)

KZEIZIBTEd—des (87)

6
1.3
I 6. 1 3_6 1.3 L
K = EI L L -—— s - ——8§ —s —-——-—g| —ds 88
= Z_Il ES[LZLL L® LL}Z )
L2
1_3
-——-—S
L L
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Note-se que todos os e ementos da matriz que constitui a funcdo integranda sao funcoes

de s. O comprimento da barra (L) € um parémetro fixo.

Apo6s o caculo dos integrais obtém-se a seguinte matriz

12 6 12 6
T B>
6 4 _6 2
_ 2 L 12 L
K=EL1 59 % 12 & (89)
T
6 2 _6 4
L T 1|

Considerando a carga uniformemente distribuida representada na Figura 12.2, tem-se o

seguinte vector solicitacdo, que é calculado com a expressao (32).

+L/2
F=p[Ndx (90)

-L/2

Apos asubstituicdo davariavel x; pelavaridvel s, (90) passaa

+1
r d X (91)

2 \Lys (92)

Do célculo destes integrais resulta
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L/2
- L*/12

-12/12

As expressdes (89) e (93) coincidem com as que se obtém recorrendo a teoria classica
daflex&o devigas[12.1]. A formulagdo aqui apresentada possui contudo a vantagem de
ser extensivel a casos mais genéricos, tais como vigas curvas e vigas de seccdo variavel,
em que pode ser vantgjosa a utilizacdo de funcgdes de interpolacdo de grau mais elevado
€, consequentemente, o recurso a elementos finitos com mais do que dois nés.

O célculo do momento flector num ponto definido pela coordenada s é efectuado com a

expressao (39), sendo amatriz B calculada com (85).

Nas condi¢gdes do elemento atrés descrito, é possivel demonstrar que os valores mais
correctos do campo de momentos flectores se encontram nos pontos cuja coordenada s €

(94)

e

Se se pretender conhecer os valores do campo de momentos nhoutros pontos, € em geral
mais vantgjoso efectuar uma extrapolagdo ou interpolagdo simples a partir dos
pontos (94).

O campo de esforgos transversos pode ser obtido por derivacdo do campo de momentos

em ordem ax.

12.5 - Consideracdesfinais

A formulagdo da viga de Euler-Bernoulli, aqui apresentada, ndo € mais desenvolvida
porgue, na prética, é preferivel utilizar uma formulagdo que entre em linha de conta com

adeformacéo por esforco transverso. Estaformulacéo é apresentada no Capitulo 13.
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