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RESUMO

Nesta comunicacio é efectuado
um estudo comparativo entre os
resultados obtidos pelos métodos
tradicionais de analise de estrutu-
ras de betao armado e pré-esfor-
cado e os resultados de uma anéa-
lise por elementos finitos em
regime nao linear.

Em seguida sao discutidas as
diversas formas de encarar o pré-
-esforco a luz de alguma regula-
mentacdo internacional.

Por dltimo sao apresentados os
resultados do célculo de uma es-
trutura menos corrente pelo mé-
todo dos elementos finitos.

ABSTRACT

In this paper a comparison is
made between the results of the
analysis of prestressed concrete
structures by traditional methods
and the results of a non linear fi-
nite element analysis.

Various ways of including the
prestress in the structural analy-
sis according to several codes are
discussed.

Finally the results of the finite
element analysis of a prestressed
structure with irregular shape are
presented.

1. INTRODUCAO

O desenvolvimento acentuado
que se tem vindo a verificar recen-
temente no dominio da computa-
¢ao, permite encarar cada vez
mais como de utilizacio corrente
na analise de estruturas, proces-
sos matematicos relativamente
complexos.

E o caso do método dos elemen-
tos finitos que, apesar de originar
um elevado niimero de operacdes
matematicas, revela uma grande
versatilidade e simplicidade de
utilizagdo, mas exige meios infor-
maticos adequados.

E assim possivel refinar o cal-
culo estabelecendo hipéteses cada
vez mais complexas, que condu-
Zem a um maior rigor na simula-
¢ao do comportamento real da
estrutura.

Os métodos de anélise nio li-
near sao exemplo manifesto do ex-
posto anteriormente, pelo que se
torna interessante comparar resul-
tados obtidos através do célculo
tradicional com os disponiveis ho-
je em dia.

Essa comparacao foi levada a
efeito numa laje continua de dois
tramos, de inércia varidvel junto
ao apoio central, em betdo pré-
-esforcado, que foi estudada por
dois métodos de anélise linear e
por um programa de calculo au-
tomatico que utiliza o método dos
elementos finitos em regime nao
linear.

De certa forma relacionado
com a analise comparativa leva-
da a cabo encontra-se o modo co-
mo efectivamente encarar o
pré-esforco: accio, esforco resis-
tente, considera¢do ou nio da hi-

perestatica, etc. Os regulamentos
internacionais sdo em alguns ca-
sos contraditérios, noutros coin-
cidentes nos efeitos mas de
filosofia diferente nas causas, O
meétodo dos elementos finitos vern
pér a nu um aspecto nio tratado
comummente: num meio conti-
nuo, o que € accao isostatica e ac-
¢ao hiperestatica? No segundo
exemplo apresentado este aspec-
to torna-se evidente.

Aparte este facto, mostram-se
as potencialidades do programa
utilizado em termos de andlise de
estruturas menos comuns ¢ em
que um calculo simplificado po-
deria eventualmente originar er-
ros consideraveis.

2. DESCRICAO DO
MODELO MATEMATICO

2.1. Modelacdo do compor-
tamento do betdo

O betdo é discretizado por ele-
mentos finitos de oito nés, supon-
do-se validas as simplificacées cor-
respondentes a estados planos de
tensao.

Foi considerade um critério
cedéncia-fractura definido no re-
ferencial das tensdes principais e
que se encontra representado na
Fig. 1.

Se nenhuma das tensoes prin-
cipais exceder [t, € utilizado o cri-
tério de cedéncia de von Mises
sem endurecimento, sendo por-
tanto o comportamento do betdo
linear-perfeitamente pldstico. As
deformacgdes encontram-se limita-
das por um critério semelhante ao
de von Mises mas definido no es-
paco das deformagfes principais.
Depois de atingida a deformagio
equivalente limite, admite-se que
nesse ponto o betao perde toda a
sua resisténcia e a estrutura ja nao
resiste a rais nenhum acréscimo
de carga.

Quando uma ou ambas as ten-
ses principais excedem ft,
admite-se que o betdo fendilha se-
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gundo um plano normal A tenso
principal que ultrapassou o limi-
te, passando o betdo a ter um
comportamento unidimensional
num referencial associado ao pla-
no de fendilhacao. Este tipo de
comportamento estd representado
na Fig. 2, correspondendo o ramo
decrescente apés a fendilhacdo a
contribuicio do betao entre fendas.

Apobs a fendilhacido, admite-se
que o médulo de distorcao G vai
decrescendo de acordo com a lei
representada na Fig. 3, que expri-
me a relac@o entre a fraccao de G
que € retida e a deformacao na di-
reccao normal as fendas.

A fendilhacio do betao é inclui-
da na formulacio dos elementos
finitos por modificacdo da matriz
de elasticidade associada a cada
ponto da integracao numeérica.
Deste modo supde-se que na drea
de influéncia de um desses pon-
tos em que tenha ocorrido a fen-
dilhacdo, existe um grande nu-
mero de fendas dispersas [1].

2.2. Modelacao
do comportamento
das armaduras

As armaduras ordinarias e de
pré-esforco estdo representadas por
elementos lineares de dois nds e de
deformacao constante, apenas capa-
zes de resistiremn a esforcos axiais.
Estes elementos podem ligar qual-
quer par de nés da malha de ele-
mentos finitos de oito nés [1].

Para as armaduras foi conside-
rado um comportamento unidi-
mensional linear-perfeitamente
plastico. Uma vez que o pré-esfor-
¢o ¢ introduzido na analise por in-
termédio das respectivas cargas
equivalentes, deve ser fornecida
como tensao de cedéncia das ar-
maduras de pré-esforco a diferen-
¢a entre a tensdo maxima no cabo
e a tensao correspondente a fase
de aplicagdo do pré-esforco (ten-
sao inicial). Nesta tensfo devem
ser j4 incluidas todas as perdas
uma vez que o presente trabalho
apenas tem como objectivo o es-
tudo do estado limite dltimo. As
tensoes finais nas armaduras de
pré-esforco que se obtém da ana-
lise s@ao portanto variacbes relati-
vamente 4 tensio inicial no cabo.

2.3. Método de resolucdo
de problemas nédo
lineares

Na anélise de uma estrutura
pré-estorcada ha que considerar
duas fases:
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Fig. 1 — Comportamento bidimensio-
nal do betdo considerado no

modelo matematico.

Fig. 2 — Diagrama tensées-deformacdes
do betdo fendilhado.

P
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Fig. 3 — Relacao entre o coeficiente 3

e a deformacio na direccao
perpendicular a fenda.

Fase I - aplicar o valor caracte-
ristico do pré-esforco e o valor de
célculo do peso préprio.

Fase II - acrescentar o valor de
calculo da sobrecarga multiplica-
do por um factor K que cresce até
ao colapso da estrutura. E de es-
perar um factor K proximo da
unidade.

Na fase I, é em geral suficiente
considerar a solicitacdo aplicada
em dois incrementos, enquanto na
fase II. para que nio existam pro-

blemas de convergéncia nem er-
ros consideraveis, sdo necessarios
cerca de 20 a 40 incrementos. Em
cada incremento da solicitaciao, o
sistema de equagdes nao lincar é
resolvido pelo método de Newton-
-Raphson. A utilizacao deste mé-
todo de resolucao de problemas
nao lineares permite conhecer pa-
ra cada incremento da solicitacio
os valores das tensdes no betio,
tensoes nas armaduras, estado de
fissuracao e plastificacio, reaccoes
nos apoios e deslocamentos dos
noés. A carga de colapso pode ser
determinada com um certo rigor
desde que na sua proximidade os
incrementos da solicitacao sejam
pequenos [1].

2.4. Utilizacdo do método
dos elementos finitos
no projecto

A utilizacdo do método dos ele-
mentos finitos no projecto de es-
truturas de betao armado e
pré-esforcado é um pouco dificul-
tada pelo facto de toda a regula-
mentacao ter sido feita tendo em
vista o estudo separado da distri-
bui¢do de esforcos numa estrutu-
ra ¢ do cdlculo orgénico das
seccoes transversais. Por este mo-
tivo torna-se necessario proceder
a adaptacao das disposicoes regu-
lamentares as caracteristicas da
analise por elementos finitos.

De um modo geral, na biblio-
grafia sobre a andlise por elemen-
tos finitos encontrame-se trabalhos
em que sao comparados os resul-
tados dos modelos matematicos
com as observacoes realizadas em
modelos fisicos. Neste caso sdo
utilizadas no modelo matemético
as propriedades reais dos mate-
riais com que fol construido o mo-
delo fisico e as solicitacoes que lhe
foram aplicadas [2].

Ao utilizar o método dos
elementos finitos no projecto,
surge a necessidade de optar por
classes de materiais ¢ aplicar as so-
licitaghes tipo que se encontram
regulamentadas. A utilizacio dos
valores caracteristicos das proprie-
dades e das solicitagoes no estudo
do estado limite tltimo tornaria
necessario o recurso a um coelli-
ciente de seguranca global, que
ndo estd previsto na regulamen-
tacao e dificultaria a realizacdo de
combinacoes de accoes. Por estes
motivos revela-se menos proble-
matica a utilizacio dos valores de
célculo das propriedades dos ma-
teriais e das solicitacBes, aproxi-

-

-

prw

“u

o




-

-4

-t

i

1

ENGENHARIA

e
Armadura de pre esforco = 24 cme
=
EAE e |
he = 065 nm o = 1.0 m> hd = 1.04 m
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Figura & Caracteristicas gerais da laje com esquadro

de reforco

j8560 KN/

Malha de elementos finitos e solicitacdes

QUADRO 1|

PROPRIEDADES DOS MATERIAIS UTLIZADAS NA ANALISE POR ELEMENTOS FINITOS

Betdo (B30)

fc = 0,85 fed = 14.2 MPa
fetm = 2.5 MPa

Tensio de cedéncia (compressio)
Tensdo de rotura (tracgio)

Moadulo de elasticidade Ec = 10650 MPa
Coeficiente de Poisson v = .20
Deformag¢do maxima (esmagamento) ecu = 0.005
Retencdo da rigidez distorcional Bi = 0,25

ecdm = 0.004

a = 0.7
ectm = 0.001

Retencido de tensdes de tracgio

Armaduras ordinarias (A400)

Moédulo de elasticidade Es = 200000 MPa
Tensdo de cedéncia [syd = 348 MPa

Armaduras de pré-esforco

Es = 200000 MPa
opo = 1067 MPa

Moédulo de elasticidade
Tensao inicial

Tensao de cedéncia fsyd 1423 MPa
1311 KN/m
832 KN
A
16.4 KN/m
4 F % +F £ ¢+ = r t § F T £
£y : ; e ;
Figura 6 Cargas equivalentes a accio do cabo de

pré-esforco

140 m 60 m

Figura 7 Linha de influencia de AP

NOTAS: A distAncia minima do cabo a lace do betdo € de 0.12 m para x
ex = 20.0 m.
A curvatura do cabo muda para x = 18.667 m.

8.0 m

mando-se assim o céleulo por ele-
mentos finitos das actuais dispo-
siches regulamentares. Esta opcao
também introduz certas inconsis-
téncias tais como a impossibilida-
de da escolha de um mdédulo de
elasticidade para o betdo que dé
origem a deformacdes plausiveis
da estrutura e simultaneamente a
uma resultante das tensoes no be-
tio dentro de uma seccao trans-
versal de acordo com o diagrama
de calculo do Art.20 do REBAP.
A distribuicido de tensdes entre o
betdo e o aco é afectada pelo fac-
to de se utilizarem coeficientes de
seguranca parciais diferentes pa-
ra os dols materiais.

A utilizacdo do método dos ele-
mentos linitos torna necessario
considerar a ac¢do do pré-csforco
como uma solicitacio e nao como
uma resisténcia adicional conferi-
da a estrutura. E também impos-
sivel a separacao entre efeito
isostatico e hiperstéatico do pré-
-esforco, bem como a considera-
¢ao de coeficientes de seguranca
diferentes para cada um deles.

Por todos estes motivos torna-
-se urgente a adaptacdo da actual
regulamentagdo as particularida-

[ e o
deg da utilizacan do méitndo dog
GEes da ulllzagcao Go meloas aes

elementos finitos no projecto de
estruturas de betdo armado e pré-
-esforcado.

3. EXEMPLO 1:
LAJE COM ESQUADRO
DE REFORCO

3.1. Comparacéao
de resultados
A estrutura 1‘epresentada na
Fig.4 foi analisada pelo modelo
numérico anteriormente descrito
e pelo processo habitual, i.e., cal-
culo elastico da estrutura e calcu-
lo a rotura da seccao.
A malha de elementos finitos
utilizada estd representada na

5 1=
B, 3.
K amalive dlaatien desenvaliida
A analise elastica desenvolvida

baseou-se em dois métodos dife-
rentes, um de utilizac¢do corrente
(carga equivalente) ¢ outro menos
usual mas de extraordinaria sim-
plicidade (coeficientes de influén-
cia [6],[7]).

Relativamente ao primeiro, a
estrutura foi calculada com a so-
licitacdo indicada na Fig. 6.

No que diz respeito ao segun-
do, mostra-se na Iig.7 a linha de
influéncia de nyp que serd utili-
zada no calculo do momento hi-
perestético de pré-esforco:

M’ = [ F ey dx
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Comparando os resultados ob-
tidos pelos dois métodos lineares
e pelo modelo de elementos fini-
tos, e observando as Fig. 8 e 9,
podem extrair-se as seguintes con-
clusoes:

— para valores de k menores
que 0.8, nao ha diferencas sensi-
veis entre os modelos de analise.
O mesmo ¢é dizer que encontran-
do-se as tracgdes na secgio mais
solicitada dentro de valores razoa-
veis nao se verificam grandes re-
distribuicoes, pelo que a anélise
linear fornece resultados pratica-
mente L‘()]“r(‘.('[()s;

— quando k toma o valor de
1.02, e considerando a distribui¢do
elastica de esforcos, a secgdo do
apoio central atinge a sua capaci-
dade resistente, e nao admite, co-
mo tal, acréscimos de carga. Con-
tudo, pelo método dos elementos
finitos pode verificar-se que k che-
ga a atingir o valor de 1.20, com
um momento no apoio sensivel-
mente anilogo ao obtido pelo ou-
tro modelo, mas apresentando no
VAO um momento superior em
cerca de 30%, o que mostra ter
havido uma redistribuicio de es-
forcos com consequente aumento
da capacidade resistente.

3.2. Questdes
regulamentares

A andlise atras efectuada utili-
zando um programa de elemen-
tos finitos desperta a questdo de
como levar efectivamente em li-
nha de conta o pré-esforco. E que
nao € possivel em analise por ele-
mentos finitos fazer distin¢o en-
tre a ac¢ao 1sostatica e a accio
hiperestatica de pré-esforco, o que
contraria alguma regulamentacio
internacional em vigor.

Vejamos, antes de mais, o que
referem alguns regulamentos,
bem como autores de reputado
mérito.

O R.E.B.A.P.|8] afirma no co-
mentario do artigo 34.° o seguin-
te: “‘Na maior parte dos casos (por
exemplo, determinacao de tensdes
e de efeitos hiperestiticos em regi-
me linear), os pré-esforcos podem
ser considerados como accbes per-
manentes aplicadas as estruturas.
No caso, porém, da determinacéo
dos esforcos resistentes tltimos
das seccoes, os pré-esforcos devemn
ser tidos em conta através dos es-
tados de coac¢do que provocam.’’

No mesmo sentido vai também
o articulado nas recomendacdes

da F.I.P.[9].
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Fig. 8 — Diagramas de

momentos obtidos na andlise linear e na

analise nio linear.

Fig. 9 — Diagramas momentos-factor

e na andlise nao linear.

Fig. 10 — Diagrama carga-deslocamento obtido na andlise nfo linear da laje com
esquadro de

Dlagroma
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O manual de ‘““Bending and
Compression”” do C.E.B. alirma
aproximadamente o mesmo, fazen-
do contudo uma separacio subtil e
interessante do tratamento a efec-
tuar em funcao da extensao nos ca-
bos: deverao os efeitos isostaticos ser
considerados como esforgos resis-
tentes quando a extensao dos cabos
for superior a €pk, correspondente
a tensao {po 1k. Quando a extensdo
for inferior a €pk, entdo deverdo es-
ses efeitos isostaticos fazer parte dos
esforcos actuantes.

Estaremos talvez na altura de fa-
zer um primeiro apanhado das afir-
magoes anteriores.

F unanime dever ser, em estados
limites de utilizag@o, o pré-esforco
considerado como um esforco ac-
tuante, com tratamento equivalente
a uma acgao permanente (que o ¢é
de facto), “‘dispensando objectiva-
mente o estado de coaccao que pro-
voca’’[10]. Normalmente a verifica-
cao de seguranca a estes ecstados
limites resume-se ao célculo de ten-
soes e deformacoes.

Relativamente a verificaciao de
seguranca em relaciao aos estados li-
mites tltimos é que hd algumas di-
ferencas de tratamento, fun¢ao por
um lado da teoria de comportamen-
to a empregar nessa analise e que
pode originar diferencas substan-
ciais, e por outro da filosofia den-
tro de um mesmo método,
conduzindo a resultados rigorosa-
mente iguais.

Desta forma, pode afirmar-se que
quando se utilizam teorias de com-
portamento linear, os efeitos hiper-
estaticos de pré-esforco se deverao
considerar como elementos dos es-
forcos actuantes, com o tratamen-
to de cargas permanentes, devendo
considerar-se coeficientes de segu-
ranca iguais a 1.0 ou 1.2, consoante
forem favordveis ou desfavordveis.

Quando a analise da estrutura for
efectuada por métodos de compor-
tamento nao linear ou de acordo
com a teoria da plasticidade é que
ha uma mudanca radical de filoso-
fia. Vejamos o que a este respeito
é referido nas recomendacdes da
F.L.P.: “*Em principio, os efeitos hi-
perestéticos de pré-esforco nao tém
influéncia na capacidade resistente
da estrutura’. Também nas nor-
mas suigas [11] é referido que “‘os
esforcos interiores de coacgao devi-
dos ao pré-esfor¢o ndo tém em prin-
cipio nenhuma influéncia sobre a
capacidade resistente’’, capacidade
resistente que devera ser calculada
segundo o método estatico da teo-
ria da plasticidade.
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No entanto, na maioria dos ca-
sos e supondo que se devem respei-
tar as deformacdes limites do betiao
¢ do aco definidas nos regulamen-
tos, ndo ¢ possivel atingir o meca-
nismo de colapso porque este
implica rotacdes plasticas incompa-
tivels com as deformacoes limites
referidas [12].

Se 0 mecanismo de colapso ndo
puder ser atingido, deixa de ser va-
lido o principio da teoria da plasti-
cidade segundo o qual os efeitos
hiperestaticos de pré-eslor¢o nio
tém influéncia na capacidade resis-
tente da estrutura. Havera pois que
os considerar porque modificam o
estado de deformacio inicial, alte-
rando assim o valor da solicitagao
que da origem a deformagées que
igualam os seus valores limites em
pelo menos um ponto da estrutura,

Relativamente ao efeito isostati-
co de pré-esforgo (s6 fazendo senti-
do falar nestes termos quando
seguimos uma teoria de comporta-
mento linear), de um modo geral
parece-nos perfeitamente indiferen-
te (em termos de resultados finais)
considerar o pré-esforco como um
esforco actuante ou como um esfor-
¢O resistente.

Se ele for considerado como um
esfor¢o actuante, a parcela (F.e) se-
ra algebricamente adicionada ao
momento solicitante das cargas ex-
teriores. Ao esforco axial solicitan-
te sera também algebricamente
adicionado o valor F. A capacida-
de resistente serd obtida levando em
consideracdo, para além de even-
tuais armaduras passivas, a arma-
dura de pré-esforco, que sera
entendida como uma armadura cu-
jo diagrama tensdes-extensdes se
encontra deslocado relativamente
ao original de um valor de exten-
sao igual a €.

A regulamentacdo portuguesa
concebe de modo diverso o efeito
1sostatico de pré-esforgo, e, diga-se,
de um modo menos artificial. No
calculo da capacidade resistente de
uma peca, os esforcos solicitantes
serao os resultantes das acgoes exte-
riores (adicionando-lhe, em estrutu-
ras hiperestdticas, 1.0Mh ou 1.2Mh),
e 0 momento resistente da pega se-
ra obtido considerando que o cabo
de pré-esforco introduz um esforco
axial de F no centro de gravidade
das armaduras activas, e a sua drea
terd um comportamento analogo ao
descrito no paragralo anterior.

Nos casos correntes parece-nos
ser o melhor modo de encarar o
problema, havendo apenas uma si-
tuacdo que, na nossa opiniao, de-

vera ser tratada de outra forma. [}
o caso de cabos na zona comprimi-
da por flexdo.

Antes de prosseguirmos facamos
a transcricdo de um paragrafo da
norma SIA 162: ““Se o ago de pré-
-esfor¢o se encontra na zona de be-
tdo comprimido por flexdo,
calcular-se-a a capacidade resistente
considerando o pré-esfor¢o como
uma accdo exterior’’. De facto
parece-nos ser o modo correcto de
encarar esta situagio, uma vez que
em tais casos o pré-esforco podera
causar a ruina da estrutura, pelo
que devera, para além de ser con-
siderado como um esfor¢o actuan-
te, ser afectado do coeficiente 1.2,
E, por exemplo, o caso da fase de
aplicacdo do pré-esfor¢co em que,
nao raro, as pecas se apresentam
com tensoes de sinals opostos aos
que ocorrerao em fases posteriores.

No caso presente de anélise de es-
truturas por meio de elementos fini-
tos, e uma vez que nao ¢ possivel
estabelecer diferencas entre efeito
isostatico e eleito hiperestatico de
pré-estorco, foi considerado ser o pré-
-esforco um elemento dos esforcos ac-
tuantes, cujo valor sera “‘igual ao seu
valor caracteristico inferior’’[13].

Esta forma de analise apresenta
apenas uma pequena diferenca em
alguns casos, como por exemplo a
verificagio de seguranca nas secgdes
do vao de vigas continuas corren-
tes, onde 0s momentos actuantes
sao positivos, bem como o momen-
to hiperestatico de pré-esforco (nos
casos usuais), pelo que este devera
(?) ser afectado de 1.2, o que nao
pode ser efectuado no programa
pois tal afectaria igualmente a par-
cela isostatica. A menos desta dife-
renca os resultados obtidos séo,
naturalmente, rigorosamente iguais.

4. EXEMPLO 2: CONSOLA
COM UMA ABERTURA

Apresentam-se em seguida os
resultados da analise por clemen-
tos [initos de uma estrutura cujo
célculo como pega linear ou como
um sistema reticulado de pecas li-
neares & discutivel. Neste exem-
plo fica evidenciada a versatilidade
do método utilizado, bem como a
necessidade de considerar o pré-
-esforco como uma solicitacao e a
impossibilidade de distinguir a
accao isostatica do pré-esforco da
hiperstatica.

As propriedades dos materiais
sao as mesmas do exemplo ante-
rior e todos os restantes elemen-
tos encontram-se nas Fig.11 a 19.
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Fig. 11 — Consola com abertura: malha de elementos finitos Fig. 15 — Localizacido das fendas e das zonas plastificadas
e solicita¢oes (Fase II)

Armadura de

pre es

Armadura

ordnaria = 20 cn2

-

12 — Tracado das arr

aduras ordinirias ¢ de pré-esforco. Fig. 16 — Tensdes principais no betao (Fase 1),

-

-

- Fig. 13 — Deslocamentos (Fase I).

Sk Ing. 14 — Deslocamentos (Fase 11). Fig. 1

— Tensdes na armacdura (Fase 1)
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5. - CONCLUSOES

Na andlise de estruturas simples, os métodos tra-
dicionais permitem obter resultados perfeitamente
aceitveis, de uma forma geral pelo lado da segu-
rancga, o que, por esse facto, origina solucdes menos
econémicas.

O recurso ao célculo automatico e a métodos de
analise mais sofisticados permite testar com rapidez
vérias alternativas, simulando com maior rigor o
comportamento real das estruturas.
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* Figuras representando a distribui¢io, na consola com abertura., sujeita ao pré-esfor¢o, peso préprio e sobrecarga, supondo um compor-
tamento linear do material.
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