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1-INTRODUGCAO

A aplicagio do método dos ele-
mentos finitos (MEF) a problemas
lineares e nao lineares, no domi-
nio da Engenharia, conduz ge-
ralmente anecessidade de resol-
ver sistemas de equagoes lineares.
A constante evolucio da ca-
pacidade de memodria e da velo-
cidade de processamento dos
computadores permite a resolu-
¢do de problemas com um crescen-
te numero de varidveis. Porém,
das diferentes fases associadas a
resolugio de problemas pelo MEF,
a obtencao da solugio do sistema
de equagbes passou a ser prepon-
derante em termos de tempo de
execugdo ¢ memoéria necessdria.
Torna-se entdo evidente que para
dotar de maior eficiéncia aaplica-
c¢ao do MEF, é fundamental melho-
rar a fase de resolugio do sistema
de equagdes. Nesse sentido foram
testados e comparados diversos
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métodos, directos e iterativos,
sendo neste trabalho apresenta-
dos os resultados mais significati-
VOS.

Os métodos iterativos e as
técnicas de armazenamento asso-
ciadas revelam-se mais vantajosos
que os métodos directos sempre
que o numero de equagbes ultra-
passa a ordem das centenas. Esta
vantagem traduz-se numa grande
economia de tempo de execugio e
memdria, acentuando-se significa-
tivamente 2 medida que o niimero
de equagbes aumenta.

2-METODOS DE
RESOLUGCAO DE
SISTEMAS DE
EQUAGOES LINEARES

2.1 Métodos directos

Numa fase preliminar, foram
implementados e comparados os
métodos de eliminacio de Gauss
e de decomposi¢ao LDLT. Ambos
os métodos apresentaram tempos
de execuc¢io e necessidade de
memoria semelhantes. No tipo de
problemas utilizados para compa-
rar os algoritmos, as matrizes
apresentavam semibanda de largu-
ra constante, ndo apresentando
qualquer vantagem a utilizacdo
da técnica de armazenamento em
“skyline”. Por estes motivos, na
comparac¢ao com os métodos ite-
rativos apenas se utilizou o método
de elimina¢io de Gauss com ar-
mazenamento em semibanda de
largura constante.

2.2 Métodos iterativos

A bibliografia relativa a méto-
dos iterativos é extensa ¢ muito
diversificada, tendo sido neces-
sdria uma avalia¢io prévia das ca-
racteristica de alguns desses méto-
dos. Com esse objectivo foram
implementados os métodos de
Gauss-Seidel [1] e varias versoes do
método dos gradientes conjuga-

dos [2-8]. A comparagio entre
estes métodos permitiu concluir
que o método dos gradientes con-
jugados na versao da Ref. [2] com
pré-condicionamento [8] se reve-
lou o mais eficiente. Na Ref. [4] o
método de Lanczos foi compara-
do com o dos gradlemestonjuga
dos, tendo o primeiro apresen-
tado uma maior fiabilidade na
resolucio de sistemas mal condi-
cionados. Porém o método de
Lanczos necessita de grande quan-
tidade de memédria, o que dificulta
a resolucio de problemas com
grandes dimensoes. Os tempos de
resolugio sio da mesma ordem de
grandeza com uma ligeira desvan-
tagem para o método de Lanczos.

2.2.1 Método dos
gradientes conjugados

O método iterativo utilizado no
presente trabalho foi o dos gradi-
entes conjugados [2], cujo algori-
tmo se baseia na determinacio em
cada iteragio da direcgio conju-
gada e do respectivo passo. Nos
Quadros I e IT apresentase a
nomenclatura utilizada e o algori-
tmo associado ao método iterati-
vo adoptado.

Quadro I - Nomenclatura.

A matriz dos coeficientes

b vector dos termos
independentes

X solugdo

A x=pb sistema de equagses lin cares
n numero de equagdes
k nimero de iteracoes
r=A x.-b erroassociadoasolugio

corrente

d, _dlrccg.ao conjugada na
iteragiok

o, passo naiteragio k

C =[diag (A)]"? matrizde
pré<ondicionamento
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A deducio teérica do algoritmo
apresentado no Quadro IT baseou-
se no facto de existirem n direc-
cbes conjugadas, o que implica-
ria anecessidade de efectuar um
numero de iteragoes pelo menos
igual ao nimero de equagoes.
Contudo, a resolugao dos proble-
mas apresentados neste trabalho
tornou evidente que um nuimero
deiteracdesdaordemde 1a5% do
niimero de equagoes € suficiente
para obter uma solugao com trés a
quatro algarismos significativos.

Quadro II- Algoritmo de resolugiio de sistemas de
equagbes lineares pelo método dos gradientes
conjugados sem pré-condicionamento [2]

de ndo ser possivel obter conver-
géncia em sistemas muito mal con-
dicionados.

Para que o método dos gradi-
entes conjugados seja aplicavel
com eficiéncia é desejavel que a
matriz seja positiva definida. Em
problemas de anilise de estrutu-
ras tal requisito é quase sempre
respeitado.

A solugio inicial nula foi a que
conduziu a obtengao da solucao fi-
nal num menor numero de itera-
goes.

A, foi considerada como matriz de
pré-condicionamento uma matriz
Cralque, C"DC=1 em que [ &
a matriz identidade. Para que (1)
tem de
seriguala D %, Ao aplicar esta
técnica de pré-condicionamento a

se verifique, a matriz C

matriz A vem,
(DV2)TA(DY?) :/_T
sendo A a matriz pré-condicio-

nada. O sistema de
resolver traduz-se agora por,

Quadro III -Algoritmo de resolucio de sistemas de
equacoes lineares pelo método dos gradientes
conjugados com pré-condicionamento [8].

Passo 1: k=0

Passo 2: [0=:i£0ﬁ9

Passo 3:

§3

0= T

Passo 4:

Passo 5: X,,,

Passo 6: r

Se r

Passo 7: T e |

passo 4.

e = ‘(EIEJ/(E”:Iﬂ%)
=X tod
Fea =Lt Add,

<e fim
das iteracgdes.
Be=(rl.,Ad,)/(d] Ad,)

Passo -
Passo DA =T B,
Passo 10:

k=k+1 e retorno ao

Passo 1:
Passo 2:
Passo 3:
Passo 4:

Passo 5:
Passo 6:
K Passo 7:
Passo 8:

Passo 9:

Passo 10:
Passo 11:

Passo 12

k=0

Eo: ET(ﬁEG_Q)
do="T,

go - 9—150

W, = g@k

Ly = "(Ezékj/@zﬂ%)
Xy =Xt dy

Ek+1 - Ek+ak£TéEk

Se Ek” <€ entao

X = Q% e fim

das iteracgodes.
Be=(Fhe i CT Aw, )/ (w] Aw,)
@k«»l - _Eh-l +Bk§k

k=k+1 e retorno
ao passo 5.

Verificou-se ainda que o nimero
de iteracdes e o tempo de reso-
lugio é independente da nu-
meracdo dos nés da malha.

Em cadaiterac¢io ¢ predominan-
te o tempo de execugio do
produto A d,. As restantes opera-
cbes sio efectuadas com vectores,
sendo o respectivo tempo de
execucio de ordem inferior. O
facto de o tempo de execugio ser
consumido essencialmente no pro-
duto de uma matriz por um vector
torna possivel recorrer a técnicas
de armazenamento que conduzem
a uma grande economia de
memoria e nimero de operagoes.
O principal inconveniente da
utilizagio do método dos gradi-
entes conjugados consiste No risco

E——

2.2.2 Pré-condicionamento

Com o objectivo de diminuir o
nimero de iteragdes ¢ tornar
possivel a obtengao da solugao em
sistemas mal condicionados, fo-
ram utilizadas por alguns autores
diversas técnicas de pré-condici-
onamento.

As técnicas de pré-condiciona-
mento mais complexas s6 sdo jus-
tificdveis em sistemas mal condi-
cionados, dado que o tempo que
consomem na sua aplicagao nao
compensa o tempo ganho com a
diminuicao do numero de itera-
¢des. Apresenta-se em seguida a
técnica de pré-condicionamento
[8] utilizada no presente trabalho.

Sendo D a matriz diagonal de

.

CTAC)(C'x)=(C"b)

C=D"2

Apos a obtengio de x a solucio
final ser obtida pela expressao

x=Cx

Apresenta-se no Quadro III o
algoritmo do método dos gradi-
entes conjugados (Quadro II) ao
qual se aplicou a técnica de pré-

equacgoes a
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condicionamento atrdas referida
(expressoes 1 a 5).

3-TECNICAS DE
ARMAZENAMENTO

3.1 Elemento por elemento
(EBE-element by element)

Conforme foi referido na Sec-
¢ao 2.2.1, a operagao que requer
maior tempo de execugio é o
produto de uma matriz por um
vector. Esta é a matriz de rigidez
daestrutura ( K ) que é obtida por
assemblagem das matrizes de rigi-
dez dos elementos (K ).

Uma grande economia de

memdria é conseguida substituin-
ne

dooproduto K d  por b K d,

evitando-se deste modo a assem-

blagem da matriz de rigidez global
(K).Oproduto (K d) tem de ser
efectuado atendendo a correspon-
déncia entre os graus de liberdade
do elemento e da estrutura. Esta
técnica de armazenamento tem
como inconvenientes a necessi-
dade de efectuar uma assembla-
gem em cada iteragio e de nao
atender a csparsidade das matrizes
de rigidez dos elementos.

3.2 Armazenamento dos
termos nao nulos ( NTZ -
Non Zero Terms)

O principal objectivo quelevou
ao desenvolvimento desta técnica
dearmazenamento foi o de elimi-
nara assemblagem em cada itera-
¢do, operando na fase iterativaape-
nas com os termos nao nulos da
matriz de rigidez global.

Para evitar a assemblagem em
semibandadatotalidade da matriz
de rigidez global, foi implemen-
tado o seguinte algoritmo:

a) Construcio de uma tabela
que indica para cada né da malha
o numero de elementos a ele
conectados, a lista desses elemen-
tos e a identifica¢io do né do ele-
mento.

b) Para cada né da malha;

b,) Assemblagem da respectiva
submatriz da matriz de rigidez
global. Nessa submatriz o niimero
de linhas ¢ igual ao mimero de
graus de liberdade do né e o
nimero de colunas é igual & semi-
banda.

b,) Armazenamento dos termos
nao nulos desta submatriz em trés
vectores cujos contetidos sio os
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seguintes: nimero de termos nio
nulos de cadalinha da matriz de
rigidez global, valores dos termos
nao nulos da matriz de rigidez
global, coluna correspondente a
cada um destes termos.

Na fase iterativa correspon-

dente ao método dos gradientes.

conjugados (Quadro III), o pro-
duto Aw , é efectuado com a in-
formacio armazenada nos trés vec-
tores referidos em b,).

4-APLICAGAO AO
CALCULO ESTRUTURAL
PELO METODO DOS
ELEMENTOS FINITOS

Os métodos de resolucao de sis-
temas de equagdes lineares expos-
tos nas secgoes anteriores sio
aplicaveis a diferentes tipos de
problemas. No presente trabalho,
a comparacao entre os diversos
métodos foi efectuado no dominio
da andlise de estruturas. Com esse
fim, o método dos elementos fini-
tos, na formulac¢io deslocamen-
tos, foi aplicado a duas estruturas
continuas, sendo uma bidimensio-
nal e a outra tridimensional. Para
avaliar o comportamento de cada
método com o aumento do ndme-
ro de equagdes, foram efectuados
sucessivos refinamentos das res-
pectivas malhas,

4.1Problemas bidimensionais

Na Fig. 1 estd representada
uma estrutura plana e a respec-
tiva solicitacio. Admite-se que esta
estrutura tem espessura unitdria ¢
esta sujeita a um estado plano de
tensao. A estrutura foi discretiza-
da com elementos Lagrangeanos
de quatro nés.

A vantagem em termos de
tempo de resolu¢io do método
dos gradicntes conjugados com
pré-condicionamento, especial-
mente com a técnica de armaze-
namento NZT é evidenciada no
grifico apresentado na Fig. 2.

A relagio entre a meméria
necessaria durante a fase de reso-
lugio e o mimero de equagoes é
apresentada na Iig. 3. Verifica-se
que a téenica de armazenamento
NZT requer Sempre menor quan-
tidade de meméria.

4.2 Problemas tridimensionais
Na Fig. 4 estd representada uma

estrutura tridimensional.
Tal como nos problemas bidi-

mensionais, dos métodos de reso-
lugio de sistemas de equagdes li-
neares apresentados neste traba-
lho, aquele que apresenta me-
nores tempos de resolucio (Fig. 5)
e memoria necessdria (Fig. 6) ¢ o
método dos gradientes conjuga-
dos com pré-condicionamento e
com a técnica de armazenamen-
to NZT. E de salientar que a refe-
rida vantagem ¢é mais significativa
nos problemas tridimensionais
que nos bidimensionais.

5-CONCLUSOES

Conforme se pode observar
nos graficos da sec¢io 4, o méto-
do de eliminagio de Gauss apre-
senta tempos de resolucio e
memoria necessdria cujo ritmo de
crescimento com o numero de
equagoes torna proibitiva a sua
aplicacio a grandes sistemas de
equagdes. Estes sistemas podem
ser resolvidos de um modo muito
mais cficiente com o recurso a
métodos iterativos.

A técnica de armazenamento
em que apenas sio manipulados os
termos nao nulos da matriz de
rigidez global (NZT) revelou-se
vantajosa em relagio a técnica
elemento por elemento (EBE),
por ter sido eliminada a necessi-
dade de efectuar uma assembla-
gem em cada iteracio.

As vantagens referidas sio mais
evidentes nos problemas tridimen-
sionais pelo facto de estes apresern-
tarem uma maior semibanda para
o mesmo nimero de equagoes.
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