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Neste trabalho apresenta-se um modelo simples para a analise nao
linear de estruturas planas de betao armado e pré-esforgado ba-
seado no método dos elementos finitos. S3o considerados elemen-
tos quadraticos isoparamétricos para discretizacdo do betdo e
elementos lineares para simular a armadura. O critério da tensido
maxima de tracgao associado a um modelo de fendilhacido distribui
da (smeared) €& usado para o betdo traccionado. O critério de von
Mises em termos de tensoes e em termos de deformagdes & adoptado
para definir respectivamente a plastificagao do betdo comprimido

€ O seu esmagamento.

Os resultados da aplicagao do presente modelo numérico a dois
exemplos ensaiados experimentalmente s3oc apresentados e discuti
dos, podendo inferir-se as potencialidades do modelo. O estudo
da influéncia de cada parametro isolado sobre a resposta estru-

tural pode ser feito com toda a simplicidade utilizando a mode-

lagao matematica.
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1 - INTRODUGAO

Com o desenvolvimento de meios computacionais, os métodos numé-
ricos, em especial o método dos elementos finitos, tém sido ca-
da vez mais utilizados na analise de problemas estruturais de
betao armado. Factores determinantes do comportamento estrutu-
ral, como seja a fendilhagao do betdo, a resposta nao-linear do
ago e do betao comprimido e a interacgdo ago-betd@o nas zonas
fendilhadas, podem ser incluidos no modelo de andlise permitin-
do uma clarificagao do comportamento intrinseco do material e
fornecendo valiosa informagao para o projecto. A estrutura é
analisada para niveis crescentes de carga, podendo aferir-se a
sua seguranga para as condigoes de utilizacdo e em relagao aos

estados limites Gltimos.

O modelo de elementos finitos desenvolvido & aplicavel a proble
mas planos de betao armado e pré-esforcado. S3o utilizados dois
tipos de elementos: o elemento quadratico isoparamétrico de oi-
to nds para discretizar o betdo e o elemento linear de dois nds
com comportamento uniaxial para simular a armadura. Na formula-
gao das matrizes de ambos os elementos s3o consideradas as ca-
racteristicas fundamentais de n2o linearidade correspondentes
ds leis constitutivas de cada material. Ago e betdo s3o consi-
derados perfeitamente aderentes utilizando-se diagramas de re-
tengao de tensdes de tracgdo no betdo fendilhado de forma a si-
mular a deterioragao da ligagao entre os dois materiais com o
progresso da fendilhagao. Na solug¢do do problema nao-linear &
utilizado um método incremental e iterativo que recorre, em ge-
ral, ao algoritmo de Newton-Raphson. A convergéncia do processo
€ controlada pela norma das forgas residuais ndo equilibradas

em cada nd da malha (1).

Depois de serem descritos os aspectos mais relevantes do modelo
matematico desenvolvido serdo apresentados e discutidos os re-

sultados da aplicagao deste modelo a dois elementos estruturais
ensaiados experimentalmente. Da comparagao dos resultados numé-
ricos com os experimentais & possivel avaliar as potencialidades

do presente modelo.




2 - DESCRICAO DO MODELO

2.1 - Modelagao do comportamento do betdo

O comportamento do betao & definido bidimensionalmente com vista
a sua aplicagao a estados planos de tensdo. Na Fig. 1 estd repre
sentado no espago das tensoes principais o critério de cedéncia-
- fractura que define a transicao entre o comportamento linear
elastico e o comportamento n3o-linear. Se nenhuma das tensodes
principais exceder f_ (resisténcia a tracgao uniaxial do betao),
€& considerado um comportamento linear eldstico - perfeitamente
plastico com base no critério de cedéncia de von Mises. Se uma
ou ambas as tensOes principais excederem ft’ admite-se que ocor
re a fendilhagao do betdo, passando o respectivo comportamento

a ser definido uniaxialmente no referencial da fenda (Fig. 2).

Admite-se que ap0s a fendilhagdao continua instalada no betdo uma
tensao média que decresce com a deformagdo média. Esta retengao
de tensdes de tracgdo pretende simular o facto de o betdo exis-
tente entre fendas continuar a colaborar com a armadura devido
a aderéncia entre os dois materiais. Apds a fendilhacido & tam-
bém considerada uma reteng@o da rigidez distorcional do betio,
para atender ao facto de existir uma engrenagem mec3nica entre
as faces irregulares da fenda, para baixos valores da largura
desta. A percentagem do mddulo de distorgao que se retém consi-
dera-se decrescente com a deformagao média na direcgao normal
ao plano de fendilhagao, deformagao esta gue estad relacionada

com a largura da fenda (Fig. 3).

A fendilhagao do betdo & incluida na formulagdo de elementos fi
nitos por intermédio da modificagao da matriz de elasticidade
(3). Deste modo & admitido que na zona correspondente a cada
ponto de integragao numérica do betao fendilhado existe um gran-
de nimero de fendas dispersas. A fendilhagéo pode ocorrer numa,
ou em duas direcgOes ortogonais e as fendas podem voltar a fe-
char, retomando o betdo a sua rigidez inicial. O esmagamento do
betdao com perda total da sua resisténcia & avaliado com um cri-

tério idéntico ao de von Mises, mas em termos de deformacdes (3).
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Figura 1 Comportamento bidimensional do betao considerado
no modelo matematico
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Figura 2 Diagrama tensOes-deformag¢des do betao fendilhado
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2.2 - Modelacao do comportamento da armadura

A armadura & representada por elementos finitos de dois nds,
apenas capazes de resistirem a esforcos axiais (1l). Estes ele-
mentos podem ligar qualgquer par de nds da malha de elementos fi

nitos representativos da discretizagao do betao.
0 comportamento uniaxial da armadura 3 tracgdo e & compressao &
considerado bilinear, podendo o ramo elasto-plastico apresentar

endurecimento (5).

2.3 - Algoritmo de solugao nao-linear

A anadlise da estrutura & efectuada considerando de inicio um va
lor relativamente pequeno da solicitagao, que vai sendo sucessi
vamente incrementado até ocorrer o colapso da estrutura. Deste
modo & possivel conhecer o estado da estrutura para varios valo
res do carregamento e determinar com uma precisao suficiente a
respectiva carga de colapso. Este procedimento tem também a van
tagem de conferir uma maior estabilidade numérica a analise da
estrutura, uma vez que em cada incremento o grau de variagao das

caracteristicas dos materiais & menor.

Para cada incremento de carga & utilizado o método iterativo de
Newton-Raphson na resolucgao do sistema de equagbes nao lineares
de forma a garantir a satisfacdo das equagdbes de equilibrio e
das leis constitutivas dos materiais, em simultaneo. Apds a con
vergéncia deste método, tornam-se conhecidas para esse incremen
to todas as caracteristicas da estrutura, tais como deslocamen-
tos dos nds, tensoes instaladas nos varios élementos, caracte-
risticas da fendilhagdo e plastificagdo. Se nao for conseguida
a convergéncia do método, admite-se que foi atingida a carga de
colapso, o que sera confirmado por uma analise do estado actual

da estrutura.




3 - RESULTADOS DA ANALISE

3.1 - NO de pdrtico

0 elemento estrutural representado na Fig.

4 corresponde a um

nd de estrutura reticulada ensaiado experimentalmente (2). Este

elemento foi analisado com o presente modelo matemdtico tendo

sido consideradas as dimensoes, disposigao de armadura e proprie

dades correspondentes as do ensaio experimental. No Quadro 1 es-

pecificam-se as propriedades consideradas para o betao e para o

ago.

Quadro 1 - Propriedades dos materiais utilizadas na analise do

nd de podrtico

Betao

(MPa)

Mddulo de Young
Coeficiente de Poisson

Def.max. (esmagamento)

Tensao de cedéncia (comp.) fc=Ill

Tensao de rotura (tracgdo) f=1.8

distorcional

E _=27000 |Retengdo de tensdes de tracgdo

= Q
v=0.15 A /A, alto {Ectm
e = 0.005
cu

i C
AS/AC balXO{

Retengao da rigidez

1l

.

0.
0
0.
0

.=0.25
3 :

edn=0+004

Aco (MPa)
MOdulo de Young E, = 204000
Tensao de cedéncia fsy_ 507
Module de endurecimento H' = 0

Na Fig. 5 representa-se a estrutura com o tragcado das fendas ve

rificadas para uma carga P =50 kN, tendo-se obtido uma distri-

buigao muito prdxima da verificada no ensaio experimental (2).
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Figura 4 Elementos relativos ao ensaio experimental

do nd do pdrtico
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O grafico relacionando a carga e o deslocamento na extremidade

da consola esta ilustrado na Fig. 6. Do ponto de vista da evo-
lugéo do comportamento com a carga, verifica-se uma boa concor-
dancia, nomeadamente quanto a carga de colapso. Do ponto de vis
ta dos deslocamentos as diferengas entre ambos os graficos sao
significativas. Foram efectuadas diversas verificagdes por ou-
tros métodos que levaram a concluir gue o problema se situou na

medigao da flecha da conscla no ensaio experimental.

Foi também efectuada a comparacgao entre as deformagoes da arma-
dura principal da consola medidas com extensOmetros eléctricos
e as calculadas com o modelo matematico. Neste caso a concordan

cia foi muito boa tal como se pode observar na Fig. 7.

3.2 - Vigas em T com e sem pré-esforcgo

Tendo em vista o estudo da influéncia do esforgo axial de com-
pressao na resisténcia ao esforgo transverso, foram realizados
ensaios experimentais de vigas em T de betdo armado (sem pré-
-esforgo) e de betao armado pré-esforgado com diversos valores
do pré-esforgo inicial. O pré-esforgo foi aplicado por intermé-
dio de cabos exteriores a alma da viga, apoiando-se nas extremi
dades em blocos macicos com a largura do banzo. As vigas eram
simplesmente apoiadas e a solicitagao consistia numa carga con-
centrada a meio vao. Todas as vigas possuiam idéntica armadura
principal e de compressao, enquanto que os estribos estavam dis
tribuidos em todo o comprimento nas vigas V1 a V3 e apenas nas
extremidades nas vigas V4 a V7. As restantes caracteristicas
bem como a andlise dos resultados experimentais encontram-se na
ref. (6). Com o modelo matematico foram analisadas todas as vi-
gas tendo sido consideradas as dimensoes, disposigéo de armadu-
ra e propriedades dos materiais correspoﬁdentes a cada caso. Es
tas Gltimas foram determinadas experimentalmente por intermédio

de ensaios laboratoriais dos materiais utilizados em cada viga.

Na Fig. 8 encontra-se representada a relagao carga-deslocamento
a meio vao das vigas V1 e V3, que nao sao pré-esforgadas e cuja

tnica diferenca reside nos estribos utilizados: ¢8 na V1 e ¢6




Figura 6 NO de pdortico - Relagao entre a carga e o deslocamento

na extremidade da consola
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na V3, espacados 8 cm em ambos os casos. Nos ensaios experimen-
tais apenas foram medidas as flechas no caso da viga V1. Tal co
mo no exemplo ja descrito do nd de pdortico, entre os resultados
analiticos e experimentais existe uma coincidéncia de cargas de
fissuragao, plastificacdo e colapso e uma acentuada divergéncia
nas flechas. VerificagOes com métodos simplificados levam a con
cluir que os resultados analiticos s3o mais verosimeis, quer em

fase nao fendilhada como fendilhada.

As tensOes na armadura encontram-se representadas na Fig. 9 por
intermédio de segmentos de recta coincidentes com o elemento de
barra e com uma espessura proporcional ao valor da tensao insta
lada.

As deformagoOes da armadura transversal medidas com o extensdme-
tro 1 (6) para valores crescentes de carga foram comparadas com
os correspondentes resultados analiticos, encontrando-se os dois
diagramas na Fig. 10. Estes diagramas té&m uma evolucdao semelhan-
te sendo apenas de assinalar o facto de nos ensaios experimentais
terem sido obtidas maiores deformagdes. Assinale-se que o modelo

matemdtico apenas fornece a deformacdo média da armadura.

Na Fig. 11 encontram-se os diagramas carga-deslocamento das vi-
gas V4 a V7. Estas vigas sao semelhantes, exceptuando o facto
de terem sido solicitadas com distintos valores de pré-esforcgo.
A viga V7 apresenta uma carga de colapso muito superior as res-
tantes, possivelmente devido & maior resisténcia 3 compressao

apresentada pelo bet3o.

A representagdo grafica das tensdes principais no betao e res-
pectivas direcgbOes (Fig. 12) torna evidente a formagdo de um ar
co comprimido que se dirige do ponto de aplicagao da carga para

a zona armada ao esforgo transverso.

Os diagramas que relacionam a deformagao na zona inferior do es
tribo mais central com o esforgo transverso (Fig. 13) revelam
que com o aumento do valor do pré-esforgo o desfasamento relati

vamente a recta tedrica de Morsch vai também aumentando, bem




Figura 8 Vigas V1 e V3 - Relagao entre a carga e o

deslocamentoc a meioc vac
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Figura 10

12

Viga V3 - Relagao entre o esforgo transverso e

a deformagao de um estribo (extensOmetro 1)
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Figura 11 Vigas V4 a V7 - Relagdo entre a carga e o deslocamen-

to a meio vao (resultados do modelo matematico)
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Figura 12 Viga V5 - TensOes principais para uma carga P=135 kN

IP:I}SKN
. v
- P - 2 - - - - [— [ — —_—— —— {5
- & e e e - - i~ PP — —_— — A —_— ,,—:—c-e}a'
- o s - - - - - - - - P L
. - - - e - - = - - e e . < . e s
- - - s |-~ -~ -~ - - - — - —- - ~ - ~ - F ok
. 0/
200KN| = - - - - - - s A G g P -
- - = - - s - ~ - -~ Pl ol = .
- - - - - - ~ Pl Y A - - - e
. i - -~ - - - T ' - -
Ot
. . L P e - - - - - -
. 1 0 e . ’ 0 I3 . v - ’ - - - -lats
t ¢ s . e - - PR - - - . g = . -
LI ) [ S0 SIS R LSS R A I B e
ﬁ wesv=- TraccBes 20 3

—— Compressdes - MPa

El

Figura 13 Vigas V4 a V7 - Relagao entre o esforgo transverso

e a deformagao de um estribo (resultados do modelo

matematico)
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como o valor do esforgo transverso correspondente ao inicio da

fendilhacao.
4 - CONCLUSOES

No estado actual de desenvelvimento, os modelos matematicos
aplicaveis a estruturas de betdao armado devem ser utilizados
apenas por analistas gque conhecam de perto o software usado e

a teoria que lhe serviu de base. A confianga na utilizagao de
um dado modelo resulta de uma aferigao rigorosa com ensaios ex
perimentais adequados, tendo sempre presente o tipo de estrutu-
ras a que o modelo se aplica. As potencialidades de um modelo
matematico eficiente sao vastas, sendo um utensilio poderoso
tanto na investigagao como no projecto de estruturas de betdo

armado.

Os exemplos apresentados mostram existir uma concordancia satis
fatdoria entre os resultados experimentais e os numéricos, excep
tuando os referentes aos diagramas carga-flecha. A discrepancia
verificada deve-se provavelmente a uma deficiente medigao das
flechas no ensaio experimental, uma vez gue a resposta forneci-
da pelo modelo matematico, ja aferido em relagdo a outros en-

saios (1), & validada por métodos simplificados.
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