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SUMARIO

A andlise ¢ a optimizagdo de estruturas com comportamento néo linear podem ser efectuadas recorrendo
4 programagao matematica, No presente trabalho € utilizado um algoritmo destinado ao célculo da solugio dptima de
um problema com restri¢des igualdade e desigualdade. As diversas fungdes que definem o programa matematico sio
do tipo polinomial, sendo a respectiva interpretagio e deriva¢io efectuada de um modo automatico, exacto e
eficiente. As restrigdes desigualdade sdo convertidas em restrigdes igualdade por intermédio de varidveis de desvio.
O célculo da selugio dptima é efectuado recorrendo ao método de Lagrange-Newton. O estudo de uma estrutura com
comportamento fisicamente néo linear pode corresponder a determinagio de seu comportamento para cargas fixas, ao
célculo do méximo factor de carga ou & minimizagdo do seu custo. Um estudo com estas caracteristicas € apresentado
¢ aplicado a vigas continuas com comportamento elastoplastico. Neste tipo de estrutura as posigdes das rétulas
plésticas sio consideradas como variaveis do problema e as respectivas deformagoes plasticas sdo limitadas.

ABSTRACT

Mathematical programming techniques are applied in the analysis and optimization of structures with
nonlinear behaviour. A nonlinear programming algorithm is used to calculate the optimal solution of a problem with
equality and inequality constraints. The functions that define the mathematical program are polynomials, allowing
for the interpretation and derivation of the objective function and constraints, in a fully automatic, exact and efficient
manner. Slack variables are used to convert all the inequality constraints into equality constraints. The optimal
solution is calculated with the Lagrange-Newton method. When the behaviour of a structure is physically nonlinear,
one may be interested in its response for a predefined load, in its collapse load factor or in the solution that
corresponds to a minimum cost. Elastoplastic continuous beams are used to show the characteristics of these types of
problems. In the formulation of the beam behaviour, the location of each plastic hinge is a variable to be determined.
The plastic rotations associated with each hinge may be bounded.

1- PROGRAMACAO MATEMATICA

O problema de minimizago de uma fungéo sujeita a um conjunto de restrigdes

igualdade e desigualdade pode ser formulado do seguinte modo

Minimizar f(’f) = (agrensasvantt) (1)
sujeita a

g(x) <0 g =(81ss8)00580) @

h(x)=9 {1=(h1,...,hk,...,h,) (3)



As variaveis x sdo reais e continuas, podendo assumir valores positivos ou

negativos. As diversas fungdes que constituem o programa matemdtico sdo também
reais ¢ no presente trabalho impde-se que sejam continuas e que possuam primeiras e
segundas derivadas também continuas. Os problemas de maximiza¢do podem ser
formulados como uma minimizagdo de —f e as restri¢des desigualdade do tipo g=0

sdo incluidas no programa matematico como —g<0.

No presente trabalho, as fungdes f, g e /& sdo polindmios generalizados, cuja
expressdo genérica € a seguinte

(el

=1 i=1

Com o objectivo de clarificar o significado de (4) apresenta-se o seguinte
exemplo
f(x) =5.9x7x;" = 3.1x, +2.7x; ' x,x2 — 1.8 (5)
A limitagéo do tipo de fun¢des que podem figurar no programa matematico
(1)-(3) a polinémios generalizados do tipo (4) permite que a respectiva derivagio seja
efectuada de um modo exacto e eficiente pelo proprio programa de computador. Uma

vez que as primeiras derivadas de (4) sdo fun¢des do mesmo tipo, o calculo de segundas

derivadas pode ser efectuado de um modo semelhante e igualmente vantajoso.

Cada restri¢do desigualdade (2) é convertida numa restrigdo igualdade por

adicdo de um termo de desvio [1]
g; ()mc)s 0 - g ()f)"" si= 0 (j=1,...,m) (6)

As m variaveis de desvio s, sdo incluidas no conjunto das varidveis do

problema, sendo o seu valor calculado com o algoritmo de optimizagdo em seguida

apresentado.
2 - METODO DE LAGRANGE-NEWTON

A tesolugdo do problema (1)-(3) pode ser efectuada recorrendo ao respectivo

Lagrangeano [7], que neste caso apresenta a seguinte expressio
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L{x)=(x)+3 [xﬁ[g,()_c)+sjﬂ+Z[x’;chk(af)} @)
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Nesta expressio A e A" representam os multiplicadores de Lagrange

associados a restrigdes desigualdade e igualdade respectivamente. O Lagrangeano L
depende assim de um vector X que inclui os seguintes tipos de variaveis

x=(r5050) ®

A solugdo do programa matematico (1)-(3) pode ser obtida por intermédio do

calculo de uma solugéo que respeite a seguinte condigdo necessaria de optimalidade

=g ©

O célculo de uma solugdo que corresponda a um ponto estaciondrio do
Lagrangeano requer assim a resolu¢fio de um sistema de n+2m+/ equagdes nido
lineares com igual nimero de incdgnitas. Se o método de Newton for utilizado na
resolugdo deste sistema de equagdes, 0 método de optimizagio dai resultante recebe a
designagdo de Lagrange-Newton [6]. A aplicagdo deste método requer, em cada
iteragfio, a resolugéio de um sistema de equagdes lineares, cuja matriz dos coeficientes é
a Hessiana do Lagrangeano. Esta matriz possui #n+2m+/ linhas e igual nimero de
colunas e os seus elementos séo segundas derivadas do Lagrangeano. Por estes motivos,
o calculo e armazenamento dos seus elementos, bem como a resolu¢do do
correspondente sistema de equagdes lineares revela-se problemdtica, mesmo para um
nimero moderado de varidveis e restricdes. O modo como este e outros inconvenientes

podem ser evitados € em seguida apresentado.
3 - PROGRAMA NEWTOP

O programa de computador destinado a resolugdo do programa matematico
(1)-(3) pelo método de Lagrange-Newton apresenta diversas caracteristicas que nele
foram incluidas com o objectivo de o tornar eficiente, robusto e versatil [4]. Na

respectiva codificagéo foi utilizada a linguagem C.

O célculo de primeiras e segundas derivadas do Lagrangeano ¢ efectuado pelo
proprio programa de computador de um modo automatico, exacto e eficiente, porque as

fungdes que constituem o programa matematico sdio polindmios generalizados (4). Estas
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fung¢des sdo em primeiro lugar interpretadas pelo programa de computador ¢ em seguida
derivadas termo a termo, apenas em ordem as varidveis que figuram no termo corrente.
Uma vez que na quase totalidade dos casos se obtém uma matriz Hessiana muito
esparsa, ¢ possivel recorrer a métodos de resolugdo de sistemas de equagdes lineares que
beneficiem da existéncia dessa esparsidade. O programa NEWTOP permite uma
selecgdo entre o método de eliminagdo de Gauss e o método dos gradientes conjugados
[3], sendo em ambos os casos considerada a esparsidade da matriz Hessiana. A
utilizagdo destas técnicas torna possivel a resolugdo de problemas com um numero de
variaveis da ordem do milhar e com um numero de restricdes da ordem da dezena de
milhar, Para resolver problemas com esta dimensdio foi necessario recorrer a um
computador com 256 MBytes de memoria central e cerca de 40 MFlops [4].

Para aumentar a robustez do algoritmo e para que a sua aplicagfo ndo seja
afectada pela ordem de grandeza das varidveis, sio aplicadas algumas técnicas de
scaling. Estas técnicas consistem essencialmente numa transformacdo de variaveis e
numa normalizago das restri¢des. A solugdo final ¢ sujeita a uma transformacéo inversa

para que os resultados correspondam ao problema original.

As restrigdes do tipo x, =¢ ou x; = ¢ x, podem ser facilmente substituidas nas

expressdes (4), permanecendo estas como polindmios generalizados de complexidade
semelhante. Esta pré-substituicdo de restrigdes e a subsequente simplificagio dos
polinémios generalizados que dai resultam s3o operagdes que o programa NEWTOP
efectua de um modo automdtico e eficiente. Assim, cada substituicdo conduz a
eliminagdo de uma varidvel e de uma restrigdo igualdade. O facto de o programa
NEWTOP possuir esta funcionalidade facilita consideravelmente a tarefa de preparagiio

do programa matematico (1)-(3).

A resolugdo de um elevado nimero de problemas com caracteristicas e
dimensdes distintas permitiu concluir que o programa NEWTOP ¢ suficientemente
robusto, versatil e facil de utilizar. A convergéncia quadratica, que o método de Newton
apresenta, possibilita a obten¢fo de solugdes muito precisas. A comparagdo com 0s
resultados publicados por outros autores permitiu constatar que, nos ensaios efectuados,
o algoritmo desenvolvido apresenta uma grande probabilidade de convergéncia para o
minimo global [2] [5] [10].




4 - VIGAS COM COMPORTAMENTO ELASTOPLASTICO

Quer a analise, quer a optimizagdo de estruturas com comportamento nio linear
pode ser efectuada recorrendo a programagdo matematica. No presente trabalho apenas
sdo abordados problemas relativos a vigas continuas, sendo contudo possivel a
generalizago deste estudo a outros tipos de estruturas. A formulagido do comportamento
elastopldstico, que ¢ em seguida descrito, ¢ comum a andlise da estrutura e & sua
optimizagdo.

Nas vigas continuas cuja formulagfio ¢ em seguida apresentada, supde-se que
em cada tramo a sec¢@o transversal é constante e rectangular, sendo as suas dimensdes
B e H. Com o objectivo de simplificar a formulagdo, supde-se que o diagrama
momento-curvatura € bilinear. A curvatura pode crescer sob momento constante, depois
de ter sido alcangado o seguinte momento de plastificacdo M [8]

M:,gBHZ (10)

Em (10), S representa a tensdo de cedéncia do material utilizado. Admite-se
que entre rotulas plasticas o comportamento da viga é linear elastico e que a eventual
plastificacdo de uma sec¢do se encontra concentrada na correspondente rétula pléstica.
A rotagfio relativa entre a secgdo a esquerda e a direita da rétula plastica deve ser
limitada, para que o material ndo fique sujeito a deformagdes incompativeis com as
hipéteses consideradas. Este tipo de restrigdes devem ser incluidas no programa
matematico como restrigdes desigualdade (2). A selec¢@o do valor méaximo da rotagio
plastica ¢ da responsabilidade do utilizador e depende essencialmente do material
utilizado, de aspectos regulamentares e de informag&o proveniente de comparagdes com

resultados experimentais.

Na Figura 1 encontra-se representada uma viga continua com dois tramos,
sujeita a acgdes exteriores concentradas e distribuidas e ao peso proprio. A simbologia
associada a esta Figura ¢ a seguinte: Z - factor de carga, p - acgdes exteriores
distribuidas; G - peso especifico do material; Q - acgBes exteriores concentradas;
R - reaccgdes de apoio.

E contemplada a possibilidade de formagdo de uma roétula pldstica entre as
extremidades de cada tramo, que fica assim dividido em duas barras, cada uma com

comportamento linear elastico. A posi¢do no véo de cada uma destas rotulas plasticas




figura na formulagdo como uma varidvel do problema, sendo assim evitada a
necessidade de prever um numero finito de potenciais localizagdes [9]. Sdo incluidas no
programa matematico restri¢des que obrigam a rétula a ficar situada no ponto em que o
momento flector apresenta o valor maximo.
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Figura 1 - Esquema estrutural de uma viga continua com comportamento elastopléstico.
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Figura 2 - Deslocamentos e forgas no tramo I da viga continua.

Na Figura 2 encontram-se representados os deslocamentos associados aos nos
(D), os deslocamentos associados as extremidades de cada barra (d) e os esforgos

interiores ( F), que sdo considerados como ac¢des sobre as extremidades de cada barra.

Na formulagdo da fungfo objectivo e das restrigdes que constituem o programa
matematico (1)-(3), todas as grandezas relacionadas com o problema sfo consideradas

como variaveis. Deste modo, torna-se muito simples o utilizador definir em cada caso




quais sdo as variaveis cujo valor o algoritmo de optimizago pode alterar e quais sdo as
que adoptam um valor fixo. Na definigio destes valores fixos sdo utilizadas restri¢des
igualdade do tipo x, =c, que podem ser facilmente substituidas nas restantes func¢des
(ver a Secgdo 3). Na fase iterativa do algoritmo de optimizagdo, quer estas restri¢des,

quer as variaveis que foram substituidas nfo contribuem para a dimenséo do problema.

Quer nos problemas de andlise, quer nos de optimizagdo de vigas continuas
com comportamento elastopldstico, devem ser consideradas as seguintes restri¢des

igualdade:
- Equagdes de equilibrio de forgas, nos nds e nas rdtulas plasticas.
- Equagdes de compatibilidade de deslocamentos nos nos e nas rdtulas plasticas.

- Relagdes entre forgas e deslocamentos, em cada barra situada entre potenciais
rotulas plasticas.

- Restricdes destinadas a localizar a potencial rétula plastica no ponto de
momento maximo, que coincide com o de esforgo transverso nulo. De acordo

com a Figura 2, estas restrigdes consistem simplesmente em impor
Fy=08Fy =0.

- Relagdes geométricas relativas aos comprimentos das barras e dos tramos.

- Definicdo de areas e momentos de inércia em fun¢do das dimensdes das
secgdes transversais.

- Defini¢gdo do momento plastico (10).

- Condigdes fronteira impondo deslocamentos fixos nos apoios e reacgdes nulas

se ndo existir apoio.

- Em cada rétula, uma condi¢fio de complementaridade entre a rotagdo plastica e
a diferenca entre o momento plastico e 0 momento instalado. Sendo d, —d, a
rotacdo plastica, M o momento plastico (10) e F o momento instalado na

rétula, a condi¢do de complementaridade € a seguinte (ver a Figura 2)

(d,-d)(M-F)(M+F)=0 (11)

A restri¢do (11) obriga pelo menos um dos trés factores a ser nulo. O momento
plastico M é sempre positivo e 0 momento instalado F pode ser positivo ou
negativo. A rotagdo plastica d, —d, pode também ser positiva ou negativa.




No programa matemdtico destinado & analise ou optimizacdo de vigas
continuas com comportamento elastoplastico devem ser incluidas as seguintes restri¢des

desigualdade:

- Limitagdo do momento flector nas secgdes transversais criticas a valores
situados no intervalo [—M , M ] sendo M o momento pléstico (10).

- Limitag8o da rotagdo plastica d, —d, inferior e superiormente.

Apresentam-se em seguida os principais aspectos que distinguem os diversos
tipos de problemas de andlise e optimizagdo de estruturas com comportamento néo
linear. Na formulagdo de programas matematicos destinados ao estudo de vigas
continuas com comportamento elastoplastico, as restri¢des igualdade e desigualdade

atras referidas sdo sempre consideradas.
5- ANALISE E OPTIMIZACAO DE ESTRUTURAS

E habitual designar por anélise o célculo da resposta de uma estrutura cujas
caracteristicas geométricas e fisicas se encontram predefinidas. Neste tipo de problemas,
permanecem como incognitas os deslocamentos e os esforgos. Se as acgdes ndo
permanentes se encontrarem multiplicadas por um factor Z (positivo), é possivel

formular o seguinte problema

Maximizar Z
sujeita a (12)

Restrigdes associadas ao comportamento
da estrutura (ver a Secgdo 4)

Neste tipo de problemas, para além do factor de carga Z, apenas permanecem
como variaveis os deslocamentos, os esfor¢os, as reac¢des nos apoios e as posi¢des das
rotulas plasticas nos vaos. As restantes grandezas apresentam valores que ndo podem ser

modificados pelo algoritmo de optimizagio.




Se ao programa matematico (12) for acrescentada a restricdo
A (13)

é efectuada uma andlise da estrutura para um valor fixo das ac¢des. Em (13), Z
representa um valor predefinido, que deve ser inferior ao maximo factor de carga obtido
como solug@o do problema (12).

Se o objectivo do estudo for a optimizacdo da estrutura, é necessario considerar
como varidveis de decisfo algumas das suas caracteristicas geométricas e/ou fisicas. O
factor de carga Z adopta neste caso um valor predefinido. No caso das vigas continuas
de sec¢do rectangular, as grandezas que deixam de ser fixas podem ser as alturas das
secgdes, as posigdes dos apoios, etc. Neste tipo de problemas € ainda necessario definir
uma fungdo, a qual se encontra associado o conceito de custo, e que se destina a figurar
no programa matematico como fungdo objectivo. Em geral esta funcdo fornece o
volume, o peso ou o custo da estrutura, sendo neste caso necessario conhecer os precos
unitarios dos materiais que a constituem. No caso das vigas continuas com

comportamento elastoplastico, a formulagéo do problema de optimizagéo ¢ a seguinte

Minimizar a fungdo objectivo
sujeita a (14)

Restrigdes associadas ao comportamento

da estrutura (ver a Sec¢do 4)

O algoritmo de optimizagdo calcula simultaneamente os valores das variaveis

de decisdo atras referidas e os valores das grandezas associadas a resposta da estrutura.

Em [4] o programa NEWTOP ¢ utilizado na resolucdo de problemas de analise
e optimizac¢do de estruturas com comportamento linear ou nio linear. Os resultados

obtidos comprovam a validade da formulagéo proposta.
6 - CONCLUSOES

A resolugdo de problemas de optimizagfo de estruturas com um algoritmo
baseado no método de Lagrange-Newton apresenta significativas vantagens em relagdo
aos métodos habitualmente utilizados. De todas, a mais importante é a convergéncia

quadratica, porque possibilita a obten¢fo de solugdes precisas com um nimero reduzido
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de iteragdes. Foi também possivel constatar a existéncia de uma grande fiabilidade na
obten¢do do minimo global [2]. A formulagéo da andlise e da optimizagdo de vigas
continuas com comportamento elastoplastico permite constatar a existéncia de uma

grande versatilidade na abordagem de diferentes tipos de problemas.
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