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RESUMO

Neste trabalho s3o apresentados os resultados do desenvolvimento de um codigo computacional
destinado a resolugdo de problemas de verificagio e dimensionamento de secgdes compdsitas
genéricas, sujeitas a flexdo composta desviada, de acordo com o Eurocddigo 2.

E efectuada a sintetizagdo da informacdo relativa ao comportamento dos materiais correntemente
utilizados em secgdes compositas. Foram estudados modelos estruturais do comportamento de vigas
sujeitas a esforcos normais e de flexao, incluindo modelos propostos pela regulamentacdo existente. A
informacao recolhida permitiu estabelecer um modelo de calculo baseado num sistema de equagdes
ndo lineares correspondente ao equilibrio estatico da peca. Para evitar a manipulacdo de expressoes
demasiado complexas e para que o modelo possa ser aplicado a qualquer caso, foi concebido um
algoritmo simplificado que avalia o erro associado a cada equagdo do sistema. Este procedimento ¢
utilizado pelo método de Newton-Raphson, que constitui um processo iterativo destinado a calcular a
solucdo do problema.

O modelo de calculo e a interface grafica foram desenvolvidos com recurso a linguagem de
programagdo C++ e a biblioteca Microsoft Foundation Classes (MFC), tendo toda a implementacao
sido efectuada com base em objectos. Como resultado obteve-se um programa de utilizagdo simples,
em que a quase totalidade dos dados pode ser introduzida pela interface grafica, e pode em seguida ser
guardada em ficheiro. As fases de calculo e de visualizacdo dos resultados encontram-se também
integradas na interface grafica. Os resultados obtidos foram validados com base em tabelas e abacos de
situacdes correntes, bem como em alguns resultados publicados que correspondem a casos de flexdo
composta desviada em secgdes ndo correntes.
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1. INTRODUCAO

O presente trabalho consiste no desenvolvimento de um codigo computacional, para calculo de
seccOes compositas a ruptura, sujeitas a esforcos normais e de flexdo. Em certos casos simples ¢é
possivel deduzir expressdes analiticas que permitem resolver o referido problema. Existem expressoes,
tabelas e abacos adequados a casos particulares de secgdes de betdo armado [1,2], calculados quer de
acordo com o REBAP [3], quer segundo o EC2 [4]. No entanto € necessario referir que este tipo de
problema na sua forma mais genérica, i.e., em casos de flexdo composta desviada em secgdes de
geometria qualquer, ndo tem solugdo analitica, nem seria viavel construir tabelas ou abacos que
abrangessem todos os casos possiveis. Esta situacdo torna-se ainda mais evidente se as relagdes
tensOes-extensdes e, consequentemente, os tipos de material ndo forem fixados a partida, sendo um
dado do problema.

Compreende-se assim o interesse inerente ao desenvolvimento de um programa de calculo automatico
que permite efectuar calculos em elementos como vigas caixdo de pontes, nucleos rigidos de edificios
ou ainda em sec¢des que utilizem materiais menos convencionais.

O presente programa de célculo automatico ndo deixa no entanto de facilitar a resolugdo dos
problemas mais convencionais e de se encontrar preparado para respeitar quer a regulamentagdo do
REBAP [3], quer a regulamentagdo do EC2 [4]. Por outro lado, pretendia-se um software que pudesse
ser utilizado na pratica com grande simplicidade e que apresentasse uma elevada portabilidade. Deste
modo justifica-se o inevitavel envolvimento de conceitos relacionados com o desenho assistido por
computador ou a aplicagdo do paradigma da programacdo orientada por objectos, de forma a
conseguir-se uma maior facilidade para o utilizador na defini¢do dos problemas, bem como uma eficaz
representacdo das solugdes obtidas.

2. DESCRICAO DO MODELO
2.1 Introducéo

O equilibrio estatico de uma sec¢do composita genérica (e.g. betdo armado) sujeita a flexdo composta
desviada pode ser traduzido matematicamente pelo sistema (1), que consiste no equilibrio de esforgos
axiais (), momentos flectores na direc¢do x (M) e na direcgdo y (M,).

> N=0
> M, =0 (1)
DM, =0

No ambito do presente trabalho sdo sempre consideradas como incognitas a inclinagcdo do eixo neutro
e o tipo de rotura que ocorre na secc¢do, definidas com recurso a duas variaveis, f e D,
respectivamente. E necessario escolher uma terceira incognita, que pode ser a area de armaduras a
dimensionar ou um dos esforgos resistentes, dado que o sistema dispde trés equagdes.

Uma vez que as equagdes que constituem o sistema (1) ndo sdo lineares, utiliza-se um método iterativo
para a sua resolugdo numérica com base em aproximacgdes sucessivas (método de Newton-Raphson).

No ambito do software desenvolvido, apenas ¢ necessario criar uma subrotina que fornece os trés
desequilibrios (AN, AM,, AM,) e juntd-la ao programa genérico de resolugdo de um qualquer sistema
de equacgdes ndo lineares. Os referidos desequilibrios sdo calculados a partir das resultantes das tensdes
nos materiais e respectivos pontos de aplica¢do para cada conjunto de valores das incognitas.

Assim, fornecendo ao programa as caracteristicas dos materiais utilizados, bem como os contornos da
sec¢do e posicionamento das armaduras, obtém-se os esfor¢os resistentes ou a area total da armadura.
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2.2 Definicéo da sec¢do e materiais

O modelo desenvolvido aplica-se a uma sec¢do qualquer, a qual deve estar definida pelos vértices
constituintes dos poligonos que a delimitam e pela posicdo das armaduras. Estas coordenadas podem
ser apresentadas segundo um qualquer referencial cartesiano, tendo em atengdo que os esforcos sdao
aplicados na sua origem. Sdo considerados como positivos os esforgos axiais de traccdo e os
momentos que possuam o respectivo vector no sentido positivo dos eixos, segundo a regra do “saca-
rolhas”. Sdo consideradas positivas as extensdes de alongamento.

No modelo utilizado define-se material base como o material pelo qual a seccdo € essencialmente
constituida. Assim, por exemplo, no caso de uma sec¢do em betdo armado, o material base ¢ o betao.
Um dado material base ¢ caracterizado pela sua curva tensdo-extensao.

Os materiais que constituem as armaduras da sec¢dao (por exemplo ago ou FRP) sdo igualmente
caracterizados por curvas tensdo-extensdo. O modelo adoptado permite definir diagramas bi-lineares.
O modelo a tracgdo pode ser distinto do modelo a compressao.

Se as armaduras em causa estiverem sob o efeito de uma tensdo inicial, correspondente a um
pré-esforco, ¢ igualmente possivel estabelecer esse valor na altura em que se define a secgdo a
calcular.

2.3 Equac0es de equilibrio

Para satisfazer a condi¢do de dimensionamento em Estado Limite Ultimo é necessario resolver o
sistema de equacdes (2), que pode ser traduzido como um sistema nao linear.

N=)F.+Y F+) F,
Mx = ZF;iZc,vi +ZF€_jzsxj +ZFpk prk (2)

M, = chi Zeyi T stj Zgy T ZFpk Z pyk

Este sistema tem como incognitas o dominio, D, a inclinacdo do eixo neutro, f, e um esforgo
resistente, N, M, e M, ou a area de armadura, 4, (ver Figs 1 e 2). As componentes principais do
sistema sdo: F a forga resultante das tensdes no material base, F a for¢a resultante na armadura e F), a
forca resultante nas armaduras pré-esforgadas e, (Zew, Ze), (Zoxs Zgy) € (Zpxs Zpy) a@s coordenadas das
resultantes no material base, na armadura ¢ nas armaduras pré-esforcadas, respectivamente.

2.4 Dominios de deformacéo

O conjunto dos campos de extensdo compativeis com a ruptura da sec¢do (dominios de deformacgao) é
parametrizado recorrendo a uma variavel real D. Esta toma valores entre um e quatro, representando
cada valor inteiro a transicao entre diferentes tipos de rotura [5].

O dominio 1 ¢ aquele onde a rotura ocorre por tracgdo simples, quando se atinge a extensdo ultima em
algum dos pontos em que esteja colocada armadura. O dominio 2 ocorre quando as extensdes da
sec¢do atingem os valores ltimos tanto na zona comprimida como na zona traccionada. O dominio 3
corresponde a uma transicdo em que a sec¢do deixa de estar parcialmente em traccdo e passa a estar
totalmente comprimida. Finalmente, o dominio 4 corresponde a rotura por compressdo simples,
estando limitada a um determinado valor que depende do material base. No Quadro 1 sdo apresentados
os valores limite das extensdes para cada valor inteiro de D.
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Figura 1. Seccdo genérica com diagrama de extensdes. Figura 2. Diagrama dos dominios de deformagao.

Quadro 1. Dominios de deformacao.

D Esup Einf
1 Eud Eud
2 Ecu2 K
3 Ecu2 0
4 Ec2 Ee2

O valor de K ¢ determinado como sendo a maior extensdo de trac¢do possivel na fibra do material base
mais abaixo do eixo neutro, sem que nenhuma das armaduras ultrapasse o seu valor limite da extensdo
de tracgdo. Note-se que o valor de K ndo ¢ forcosamente condicionado pela armadura em trac¢do mais
abaixo do eixo neutro.

2.5 Esforgos resultantes
A forca e os momentos correspondentes ao funcionamento mecanico do material base resultam da

actuagdo de um campo de tensdes. As suas resultantes sdo assim calculadas recorrendo a integrais de
superficie, referidos nas expressdes que se seguem.

F = ja(x,y) dA 3)
A
M, = [yo(x,y)dd @
A
M, = —Jxa(x, v)dA (5)
A

As curvas tensdo-extensao do material base ndo sdo definidas a partida por expressoes analiticas € o
dominio de integragdo limitado pelos contornos da sec¢ao pode ser irregular. Esta situacdo leva a que
os integrais referidos nas expressoes (3), (4) e (5) sejam calculados recorrendo a processos numeéricos.
Detalhes sobre o processo numérico adoptado no presente caso podem ser encontrados noutra
publicagéo [6].

Os esforcos resultantes nas armaduras sdo calculados com base nas relagdes tensdo-extensdo de cada
material. Assim, conhecida a extensdo em cada ponto em que a armadura € colocada é possivel obter a
tensdo. Multiplicando o valor da tensdo pela area obtém-se a respectiva for¢a actuante no ponto. O
momento correspondente a cada ponto calcula-se multiplicado a forga pelo respectivo brago.

No caso de a armadura em causa ser pré-esforgada, a forga resultante ¢ composta por duas parcelas,
uma devida a tensdo aplicada inicialmente e outra causada pela variagdo de extensdo (variagdo da
tensdo do pré-esforco efectivo). Tendo em atengdo que o pré-esforgo aplicado esta na sua totalidade no
lado da resisténcia e que se trata de um dimensionamento ou verificagio de uma estrutura
hiperestatica, no momento actuante (Mg,) deve ser adicionada a parcela correspondente a0 momento
hiperestatico de pré-esforco.
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2.6 Resolucdo do sistema de equacdes de equilibrio

Para a resolugdo do sistema de equacdes ndo lineares recorre-se a um processo numeérico iterativo
baseado no método de Newton-Raphson. Tendo em vista um aumento da robustez do algoritmo foi
implementada uma técnica de “line-search”. Mais detalhes sobre a implementagdo destes algoritmos
podem ser encontrados noutra publicagdo [6].

3. PROGRAMA CSANALYSIS

O programa desenvolvido foi designado por CSAnalysis. Para além de incluir o modelo numérico

descrito na secgdo anterior, este programa apresenta um certo nivel de complexidade, inerente ao

modo de interacgdo do utilizador com o nucleo de calculo e a necessidade de gerir diversas estruturas
de dados. Assim, para além de um nucleo de calculo robusto, o programa possui ainda as seguintes
caracteristicas:

e permite abrir e guardar as sec¢des em ficheiros;

e permite criar e utilizar materiais armazenados em ficheiros;

e apresenta uma arquitectura baseada num programa de CAD, permitindo a introdugdo e
modificacdo de dados segundo uma ordem o mais arbitraria possivel, quer pelo rato, quer pelo
teclado;

e mostra uma grelha de apoio a introducdo de coordenadas e mecanismos de controlo das condigdes
de visualizagdo;

e permite o calculo ¢ a representacio das solugdes correspondentes ao Estado Limite Ultimo;

e permite o calculo da posi¢cdo do centro de gravidade da sec¢do considerando apenas o material
base, bem como outras caracteristicas geométricas da sec¢ao;

e dispde de um assistente para a criagdo rapida das sec¢des mais correntes (circular, rectangular ou
em T).

Detalhes sobre a implementagao da interface com o utilizador essencialmente estruturada segundo uma

logica de objectos podem ser encontradas noutra publicagdo [6]. O aspecto geral do programa

encontra-se na Fig. 3.
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Figura 3. Interface do programa CSAnalysis
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4. EXEMPLOS DE CALCULO

Nesta secgdo apresentam-se alguns exemplos de calculo, procurando-se escolher secgoes realistas do
ponto de vista da engenharia civil. Os exemplos apresentados exploram as potencialidades do
programa CSAnalysis e permitem comprovar os seus resultados.

4.1 Dimensionamento de uma sec¢ao rectangular em flexdo simples

Pretende-se fazer o dimensionamento das armaduras de uma seccdo rectangular, nas condi¢des da
Fig. 4. O material base utilizado ¢ o betao da classe C20/25 e o material das armaduras ¢ o ago S400 B.
Os vardes de armadura devem ser dispostos de modo que 80% da area total de armadura fique
localizada no banzo inferior e os restantes 20% no banzo superior. A sec¢do deverd resistir a um
momento flector de calculo relativamente ao eixo horizontal de 250 kN-m.

0,05 ——|+

i X

WA

i

Figura 4. Secgdo rectangular cuja armadura se pretende dimensionar. Nota: as cotas encontram-se em metros.

Para obter a solucdo recorrendo ao programa CSAnalysis, modelou-se uma sec¢ao nas condi¢des da
Fig. 4, com armadura 316 na face inferior e 3@8 na face superior. O resultado do dimensionamento e
os correspondentes diagramas de extensdes e tensdes no material base sdo indicados nas Fig. 5 e
Fig. 6, respectivamente.

- s . @ [l Exarrtlodd = 1a]x|

Caileiniun r=snlis LE Elrie € vow Tods Cotatons Window Heb - & X
cd S . =

One Solution has been found M rlo|-le] x|

Area factor = 2. 333601
Epzytan = -0.003500 |
Epsriin = 0.07145585 f
Deformation parameter = 2 705424
Beta = 0.000000

Ready

Figura 5. Resultados do dimensionamento da Figura 6. Diagramas de extensdes e tensdes no material base
sec¢do com o programa CSAnalysis. para a sec¢@o dimensionada.

Concluiu-se que € necessaria uma area total de armadura 2.334 vezes superior a adoptada inicialmente.
. , , . , 2 . .

Sendo assim ¢ necessaria uma area total de 17.61 cm”~ de armadura. Concluiu-se igualmente que a

ruptura ocorre com o ago do banzo inferior em situagao de cedéncia.
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4.2 Verificacio da capacidade resistente de uma seccéo circular em compresséo simples

Pretende-se verificar a capacidade resistente da sec¢do circular indicada na Fig. 7. A sec¢do fica
sujeita a um esforgo axial de compressao simples. Os materiais utilizados sdo o betdo da classe C25/30

e 0 aco S500 C.
oz -

Armadura ordinaria
8012

Figura 7. Seccdo circular. Nota: as cotas encontram-se em metros.

O programa CSAnalysis forneceu duas situagdes extremas em que a seccdo atinge o limite da
capacidade resistente, tal como se encontra indicado nas Figs 8 e 9.

Galclationiresulis x| (GHlcHation resilfs %
Two Solutions have been found — Yiew - Two Solutions have been found  Wiew -

M = 44531715944 kN M =-2442 321999 kM

EpsMax = 0.067500 Epsrhax = -0.0020

Epsriin = 0.067500 Epsriin = -0.0020

Deformation parameter = 1000000 Deformation parameter = 3.930239
Beta = 0000000 Beta = 0.000000

Figura 8. Primeira solu¢do obtida com o programa Figura9. Segunda solugdo obtida com o programa
CSAnalysis. CSAnalysis.

A primeira solucdo (ver Fig. 8) corresponde ao funcionamento da pega como tirante, i.e., em traccao
simples. A correspondente for¢a de traccdo maxima ¢ de 446 kN.

A segunda solucdo (ver Fig. 9) corresponde a um funcionamento em compressdo simples, sendo
suportado um esfor¢o axial de compressao maximo de 2442 kN. Os correspondentes diagramas de
extensdes e tensdes no material base encontram-se na Fig. 10. Como se pode verificar, em toda a area

abrangida pelo material base ¢ atingido o limite de extensdo em compressdao simples permitido pelo
EC2 [4].
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Figura 10. Segunda solug@o obtida com o programa CSAnalysis.
4.3 Verificacdo da seguranca de uma viga caixao pré-esforcada

Pretende-se fazer uma verificagdo de seguranca da viga caixdo pré-esforcada indicada na Fig. 11. Os
materiais utilizados s8o o betdo C25/30 como material base, ago S400 C para as armaduras ordinarias
e aco Ap1860 para as armaduras pré-esfor¢adas. As armaduras de pré-esforgo utilizadas possuem uma
tensdo ultima da célculo f,,~ 14522 MPa e uma tensdo de pré-esforgo a tempo infinito
opm= 1100 MPa. As armaduras ordindrias sdo distribuidas da seguinte forma: 27@16 na face inferior e
50210 na face superior. A armadura de pré-esforgo é distribuida por 16 cabos com 11.16 cm® de area
cada. Em Estado Limite Ultimo a sec¢do estd sujeita aos seguintes esfor¢os: Ngs= 0 kN,
Me4x=-50 000 KN'-m e Mpgq,=-25000 kN-m (convencdo de sinais de acordo com a regra do
2.

= [E1%)

Figura 11. Viga caixdo. Nota: as cotas encontram-se Figura 12. Modelo CSAnalysis da viga caix@o
em metros. pré-esforgada.

Se o esforco axial Ng4 for considerado fixo, tal como o momento Mgqy, pode calcular-se 0 momento
maximo M, a que a secgdo resiste nessas condi¢des. Assim, obtém-se dois valores extremos para os
quais se da o inicio da ruptura, tal como se indica nas Figs 13 e 14.

Os correspondentes diagramas de extensdo e tensdo no material base sdo, respectivamente, os que se
apresentam nas Figs 15 e 16.
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Conclui-se que para os esfor¢os Ngqe= 0 kKN € Mgq,=-25 000 kKN-m , o0 momento M, pode variar entre
4236 kN-m e -59 975 kN-m verificando-se sempre a existéncia de seguranga.

L LC e o resuins.: L ICLNd IO N FESLS,
Two Solutions have been found — iew ISDIutiu:un 1 .,I Two Solutions have been found  Wiew : Im vI

bl = 4236010523 kM.m hdw = -59975. 346897 kN.m
Epsv'tax = -0.003500 Epsi'Max = -0.003500

Epsriin = 0.0124E7 Epsriin = 0.025405

Deformation parameter = 2 818758 Deformation parameter = 2.054175
Beta = 3364051 Beta = 6. 2640ER

Figura 13. Primeira solugio obtida com o programa. Figura 14. Segunda solucdo obtida com o programa.
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eps=+12.47 *1e3

eps=-3.50 "e3:

sigma=-1667 MPa

Ready ) | 2
Figura 15. Diagramas de extensdes e tensdes no material base correspondentes a primeira solugéo.
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eps=+25.41 "e3

Ready O T R 17

Figura 16. Diagramas de extensdes e tensdes no material base correspondentes a segunda solugao.
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5. CONCLUSOES

O programa CSAnalysis apresenta mais de 7500 linhas de codigo distribuidas por 138 ficheiros e
ainda outros ficheiros de apoio que ndo contém codigo computacional propriamente dito. O facto de o
codigo ter sido escrito com base num paradigma orientado por objectos permite uma facil adaptagdo a
novas situagdes que nao tenham sido previstas no codigo original, adicionando e/ou adaptando classes
de objectos utilizadas pelo programa. Se se pretender rescrever o programa de tal forma que os
materiais de reforgo apresentem curvas tensdo-extensdao que ndo se encontrem definidas por trogos
lineares, mas sim por uma funcdo parametrizada, ¢ suficiente modificar a classe de objectos
correspondente ao material. Algumas das classes podem além disso ser reaproveitadas para outros
programas orientados por objectos. Assim, se por exemplo existir a necessidade de relacionar dois
sistemas de coordenadas no plano, é possivel reaproveitar na integra a classe que foi escrita no ambito
deste programa, adicionando-lhe, se necessario, novas funcionalidades.

O programa desenvolvido cumpre todos os requisitos de robustez, generalidade de problemas que
pode resolver e facilidade de utilizagdo para os quais foi concebido. Apresenta ainda tempos de
execucdo muito baixos na resolugdo do problema de flexdo composta desviada, sendo esta a fase mais
exigente em termos de calculo. Alguns médulos podem ser incorporados em outras aplicagdes, como
por exemplo em programas de calculo de estruturas reticuladas, podendo inclusive ser adoptados por
outras plataformas e sistemas operativos, uma vez que se encontram escritos em linguagem C++, que é
uma das linguagens mais utilizadas em software comercial, encontrando-se amplamente divulgada.
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