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CAPITULO61 (numerac3o provisoria)

ELEMENTO FINITO TRIANGULAR

Neste capitulo é apresentada a formulagdo de um elemento finito triangular de trés nds,
destinado a andlise de estados planos de tensdo pelo método dos deslocamentos. Uma
vez que se supbe que o elemento é de espessura constante e € constituido por um

material homogéneo e isotrdpico, a correspondente formulacéo resulta muito simples.

61.1 - Smbologia

Apresenta-se em primeiro lugar um resumo da simbol ogia adoptada neste capitulo.

Tabela61.1 - Simbologiarelativa aformulacdo de elementos finitos triangul ares.

h Espessura do elemento finito laminar

X Coordenada cartesiana

u Campo de deslocamentos

a Deslocamento nodal

N Funcéo interpoladora ou funcdo de forma

Ny  |Vector das fungdes interpoladoras ou funcdes de forma

c Coeficiente de um termo de um polinémio

Vv Vector contendo os factores ndo constantes de um polinémio

X Coordenada cartesiana de um n6 de um elemento finito
Q Matriz cujas colunas contém o vector V avaliado em nés do elemento finito
A Determinante principal damatriz Q

q Elemento da matriz 9‘1

m Numero de direccbes consideradas (no estado plano de tensdo: m = 2)
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n NuUmero de nés do e emento finito

p Numero de graus de liberdade do elemento finito (p = n x m)

£ Extensdo

y Distor¢ao

L Operador diferencial

q NuUmero de componentes do vector £ e do vector o

B Matriz de deformacéo

o Tensao normal

T Tensdo tangencial

E Médulo de elasticidade ou médulo de Y oung

1% Coeficiente de Poisson

D Matriz de elasticidade (o =D ¢)

V Volume do e emento finito

K Matriz de rigidez do elemento finito no referencial gera

F Forcas nodais equivalentes a accéo exterior, nos graus de liberdade do
elemento finito, no referencia gera

S Superficie do el emento finito laminar

b Carga distribuida por unidade de volume

A Area do elemento finito triangul ar

61.2 - Inter polacdo do campo de deslocamentos

Na Figura61.1 encontra-se representado um elemento finito plano de trés nds, bem
como 0s respectivos graus de liberdade. Considera-se que a espessura do elemento
finito ( h) é constante.
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Fig. 61.1 - Elemento finito triangular de trés nos.

Em cada ponto do elemento finito existe um vector deslocamento, cujas componentes

dependem de x; e de x,.

U, (X, X
gz[ul}{ L (% 2)} o
u2 u2 (Xl ’ XZ)
Nos nds do elemento finito, as componentes do vector deslocamento sdo as seguintes

a,
a,

2
2

Ay
| s |

o]
Il

2

Nesta expressdo, a; corresponde ao deslocamento do né i segundo a direcgéo X;.

Apresenta-se em seguida um modo aproximado de calculo da componente u; do campo
de deslocamentos, com base nas componentes segundo x; dos deslocamentos dos nés e
com base em fungdes N; (X1, X2), designadas funcdes interpoladoras ou funcdes de

forma.

u = Nl(xl'xz) a, + Nz(xl'xz)  + N3(X1,X2) Ay (3
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A interpolacdo da componente u, do campo de deslocamentos é efectuada com uma

expressao semelhante a (3), mas envolvendo apenas as componentes dos deslocamentos

segundo x,. Deste modo € efectuada uma interpolacdo separada das duas componentes

do campo de deslocamentos.

Em notacdo matricial, (3) escreve-se

N
Ulz[an ay a31] N2
N

ou
u = QI Nv
sendo
Ay
a, = |3y
Ay
e
N1
Nv = Nz
N3

(4)

(5)

(6)

(1)

Considerando que a componente u; do campo de deslocamentos é uma funcado linear das

coordenadas x; e Xo, tem-se
U (%, %)=¢+6 X+ %

gue em notacdo matricial se escreve

1
w=[c ¢ cllx
X2

(8)

(9)
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Oou
u=c'V (10)
sendo
(o}
€=16G (11)
C
e
1
V=Ix (12)
XZ

Ao efectuar em (9) a substituicdo das variaveisx; ex, pelas coordenadas do no 1,

pretende-se obter o valor do deslocamento horizontal nesse no (a;)

1

an:[cl G Cs,] X1 (13)
X

Nesta expressdo, X; corresponde a coordenada cartesianado no i segundo a direcgdo ;.

Procedendo de igual forma com os restantes nés e agrupando as trés expressdes do

tipo (13) numa Unica expressdo matricial, resulta

1 1 1
[an ay aSl]z[Cl C, Cs] Xy Xy Xy (14)

X Xp Xz
ou

al =c' Q (15)
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sendo a; definido em (6) e

9 =1 Xy Xy Xy (16)

12 X22 X32

X

Uma vez que a matriz Q € quadrada e se supde ndo singular, pode-se multiplicar, a

direita, ambos os membros de (15) por 9‘1, resultando

c'=a Q" (17)
Substituindo (17) em (10), resulta

u=2a Q" V (18)

Uma vez que sdo iguais os segundos membros de (5) e (18), e uma vez que o vector de
deslocamentos nodais a; € arbitrério, conclui-se que

N, =Q*V (19)

No caso do elemento finito daFigura61.1, ainversadamatriz Q (16) e

1 )_(21 st - )_(22 X31 X22 - st X31 - )_(21
9_1:Z Xip Xa1 = Xyg Xep Xpp = X, Xy = Xy
Kl X22 - )_(12 le Kz - X22 )_(21 - )_(11 (20)
(A = )_(21)_(32 - X22)_(31 - )_(11&2 + KZ)_%l + )_(11)_(22 - )_(12X21)
Designando por g; os elementos de 9‘1, tem-se
Os Oo Ghs
9_1: Oy G2 O (21)
Oy GO Qs
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Atendendo a(19), (21) e (12), resulta a seguinte expressao para o vector Ny

Gy G G| |1
Nv =101 Yn O X (22)
Oy GO O X,

De acordo com (7), as funcdes de forma sdo

Nl()(lixz):q11+q12 X+ G % (23)
Nz(X1’X2)ZQ21+QZ2 X+ Oy X5 (24)
Ns(X1’X2)ZQ31+Q32 X+ Qg % (25)

A interpolacdo da componente u, do campo de deslocamentos € efectuada de um modo

semel hante e independente da componente u;, sendo, tal como em (3)

u, = Nl(xl’XZ)a12 + Nz(xl’xz)azz + N3(X1,X2)832 (26)

Reunindo (3) e (26) numa Unica equacdo matricial, resulta

a;
&
u1=N10N20N30a21 o
Uu,| |0 N | O N, 0O N;||a,
Ay
[ 82
O vector a jatinhasido definido em (2) e amatriz N é a seguinte
N, O[N, O|N, O
N = 1 2 3 (28)
0O N, | O N, 0O N
A equagdo (27) pode escrever-se do seguinte modo mais compacto
u =N a (29)
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Nesta equacdo, m é o nimero de direccdes consideradas ep € o nimero de graus de
liberdade do elemento finito. O parametro p €igual an x m, sendo n o nimero de nés do

elemento finito. No caso do elemento finito daFigura61.1, m=2,n=3ep=6.

O método de determinacdo das funcdes de forma (23)-(25) coincide com o

procedimento genérico que se encontra descrito em [61.1].

61.3 - Campo de defor macoes

O campo de deformacBes num estado plano de tensdo é definido do seguinte
modo [61.2]

9
g %
el=l 0 gl (30)
’ 9%, || U,
Y12 J 9
(0% 9% |
ou de um modo mais compacto
£ =L u
(q;1) (gxm) (mx1) (31)

Em (31), q € o nimero de componentes do vector g que sd0 neste caso trés, eL é o

seguinte operador diferencial

9 5
%
L-| o - (32)
N d X,
A
10X, 9X |
Substituindo (29) em (31), tem-se
=L N a
(@) (@am) (mxp) (px) (33)
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Designando por B o produto L N

() (@) (mxp) (34)
aexpressdo (33) passaa
£ =B a
@) (@<p) (px1) (35)
sendo, de acordo com (34), (32) e (28)
9 9
9I%
N, O|N, O|N, O
B=| 0 9 [|™ 2 3 (36)
0% (|0 N | O N,|] O N,
9 9
(0%, 9%
_ﬁ 0 a N2 0 a N3 0 |
d X% X 0%
oN oN oN
B = 0 1 0 2 0 3
- 9%, 9%, 9%, (37)
ON, ON; [dN, 9N, |dN; IN,
| 0%, OX | 0% 0% | 0% OX |

No caso do elemento finito da Figura61.1, a matriz B é constituida pelas derivadas de
(23)-(25), de acordo com (37)

G 0 O 0 O, 0
E =0 Chs 0 O3 0 O3 (38)
Gis G [ O O | Gz Os

De acordo com (21), os g S0 os elementos da matriz 9‘1 .

Uma vez que os elementos de Q (16) sdo constantes, i.e., ndo dependem dex; nem

de xp, conclui-se que os elementos de C_)‘l e de B também sdo constantes. Atendendo

a(3b5), veificase que, para um determinado conjunto de deslocamentos nodaisa, a

deformacéo é constante em qualquer ponto de um elemento finito triangular de trés nos
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formulado nestas condicdes. Atendendo a relacéo entre tensdes e deformagdes o=D &
(ver a Seccéo 61.4), e uma vez que se considera que a matriz de easticidadeD é

constante, conclui-se que o estado de tensdo no interior do elemento também é

constante.

61.4 - Campo de tensdes

No caso do estado plano de tensdo em materiais isotropicos, € a seguinte a relacdo entre

0 campo de tensdes e 0 campo de deformagdes [61.2]

E Ev
2 2 O
o, 1EV 1—Ev &
1%
0-2 = 1_V2 1_V2 O 82 (39)
T 0 0 E Y12
i 2(1+v) |
ou de um modo mais compacto
sendo amatriz de elasticidade D a seguinte
| E  Ev |
0
1-v* 1-v?
Ev E
D= 0 41
—_— 1 VZ 1_ VZ ( )
0 0 E
i 2(1+v) |

A matriz de elasticidade D depende do modulo de Young (E) e do coeficiente de

Poisson (v).

61.5- Matrizderigidez

Atendendo ao que foi exposto em [61.1], é a seguinte a expressdo genérica da matriz de

rigidez de um elemento finito

10
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.
K =] B'DBdV (42)

Esta matriz € a que figuranarelacdo K a=F , sendo a o vector dos deslocamentos nos
nos do elemento finito e F o0 vector das forcas nodais equivalentes as acgdes exteriores

gue actuam nesse elemento finito.

A formulacdo do elemento finito representado na Figura61.1 corresponde a um estado

plano de tensdo, sendo
dvV=hdsS (43)

Nesta expresséo, h € a espessura do elemento, suposta constante, e dS representa um
elemento infinitesima de superficie. Substituindo (43) em (42) e adaptando o dominio

de integracéo, resulta

]
K =| B'DBhdsS (44)

Nas condicdes da presente formulacdo, a espessura do elemento (h) e as matrizes
B (38) e D (41) sdo constantes, 0 que faz com que a funcdo integranda de (44) sga
constante. Designando por A a area do elemento finito representado na Figura6l.1, a

expressao da sua matriz de rigidez passa a ser
K=B'DBhA (45)

E possivel demonstrar que a érea de um tridngulo definido por trés pontos, cujas

coordenadas cartesianas s30 0s X; , € metade do valor do parametro A definido em (20).

Assim, aexpressdo de K passa a ser a seguinte

K =B'DBh (46)

N | D>

61.6 - Forcas nodais equivalentes a uma for ca de volume

Atendendo ao que foi exposto em [61.1], é a seguinte a expressdo do vector das forcas

nodai s equivalentes a umaforga de volume b

11
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F"= [ N'bdv (47)

No caso do estado plano de tensdo com espessura h constante, tem-se

F*=[ N'bhds (48)

O vector que representa as forcas de volume (b ) possui apenas duas componentes, que
correspondem as forgas por unidade de volume segundox; e segundox, (ver a
Figura6l.2).

o

Admite-se que as componentes de b sdo constantes.

As consideragbes que se seguem referem-se ao elemento finito representado na
Figura61.1, cujas forgas nodais equivalentes estéo indicadas na Figura 61.2.

X2
Fa2

T ] b, ’ Forcas de volume

@ —~ Fa / by

X1

Fig. 61.2 - Elemento finito triangular de trés nos - forcas nodais equival entes.

12
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Atendendo a(28) e a(49), (48) passa a escrever-se

] N, 0]

F 0 N,

FZZ =h| N2 O [bl} ds (50)
I:22 s 0 NZ b2

Fa ; 0

_F3k2)_ _0 N3_

Flf Nlbl
Fs N, b,
P =hJ N s (51)
Fz SN, b,
F3E N3bl
Fz [N;D, |

Procede-se em seguida apenas ao cél culo da primeira componente do vector F°.
FY=h[ N ds (52)
Umavez que se supde que as forgas de volume ( b ) sdo constantes, passa a ter-se
Flf:hbljSNldS (53)
Substituindo (23) em (53), resulta
Ry =hb [ (du+doX+0eX) dS (54)
Atendendo ao facto de os g;; serem constantes, chega-se a
Fli’:hbl(qlljsd8+0ﬂzjsxld8+ql3j.sx2de (55)
Nesta expresséo, tem-se
Jsds=A (56)

13
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sendo A aarea do elemento finito triangular representado na Figura 61.2.

Seleccionando um referencial (xq, x) baricéntrico, os momentos estéticos que figuram

em (55) sdo nulos
IS xdS=0 (57)
J.S X, dS =0 (58)

Atendendo a (20) e (21) tem-se

— X1 Xop = Xop Xy
XZl)_%Z - X22)_(31 - ElXSZ + 22731"‘ Kl)_(ZZ - EZYZl

Chy (59)

Quando o referencial (x1, X) € baricéntrico, € possivel demonstrar que 0 segundo

membro de (59) é sempreigua a 1/3
o =13 (60)
ApOs estas consideragdes, (55) passa a escrever-se
Fy = Ahb/3 (61)

As restantes componentes do vector F seriam deduzidas de um modo semelhante,

chegando-se a
Ry b
Fe b,
Fa| _ Ah D 62)
Fa| 3 |b
Fa by
| Fa | b,

61.7 - Consider acOes finais

A formulagdo aqui apresentada resulta muito smples devido ao facto de se ter

considerado um estado plano de tensdo de espessura constante, constituido por um

14
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material homogéneo e isotrépico. Para além destas simplificacBes, foram também
consideradas forgas de volume constantes. No caso dos elementos finitos triangulares
com mais de trés nés ou sempre que ndo se verifiguem as simplificacbes aqui
consideradas, os integrais (44) e (48) deixam de ser facels de calcular. Nesses casos
torna-se necessario calcular os referidos integrais com base em coordenadas de area ou

por integracdo numeérica [61.3].

As restantes operacBes associadas a uma andlise por elementos finitos, tais com a
assemblagem, introduc&o das condic¢des de apoio, etc. encontram-se descritas em [61.1].

BIBLIOGRAFIA

[61.1] - Azevedo, A. F. M. - Mé&odo dos Elementos Finitos, 12 Edi¢do, Faculdade de
Engenharia da Universidade do Porto, Abril 2003.

http://www.alvaroazevedo.com/publications/books/Livio_ MEF_AA_1led

[61.2] - Azevedo, A. F. M. - Mecéanica dos Solidos, Faculdade de Engenharia da
Universidade do Porto, 1996.
http://www.alvaroazevedo.com/publications/books/Livio_MS_AA_1ed/MS.pdf

[61.3] - Cook, R. D.; Mdkus, D. S.; Plesha, M. E.; Witt, R. J. - Concepts and
Applications of Finite Element Anaysis, Fourth Edition, John Wiley & Sons, Inc.,
2002.

15



