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SIMBOLOGIA

ai

n
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S

Deslocamento na combinagdo n e iteragao i
Vector dos deslocamentos nodais da estrutura
Vector dos deslocamentos na combinagdo n

Vector dos deslocamentos na combinagdo n e iteragdo ¢

Vector dos deslocamentos iniciais na combinagao n

Vector dos deslocamentos referente aos graus de liberdade livres
Factor de escala

Modulo de Young do betao
Resisténcia a compressdo do betdo

Resisténcia a trac¢ao do betao
Forca

Forca exterior na combinagdo anterior apds convergéncia

Forga exterior aplicada na combinacdo n e iteracdo ¢ em funcdo do factor

de carga da mesma iteragao

Forga interna nodal equivalente em fungdo dos deslocamentos na

combinagdo n e iteragdo ¢

Vector das forgas exteriores na combinagdo n

Vector das forcas exteriores na combinagao anterior apos convergéncia
Vector das forgas interiores em funcao dos deslocamentos na combinagao n

Vector das forcas exteriores referente aos graus de liberdade livres

Vector das forgas exteriores referente aos graus de liberdade prescritos

Vector das forgas internas referente aos graus de liberdade livres
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F, Vector das forgas internas referente aos graus de liberdade prescritos

G, Energia de fractura

( K, ):71 Matriz de rigidez tangente na combinagdo n e iteragdo g —1

K. Matriz de rigidez tangente referente aos graus de liberdade livres

K, Matriz de rigidez tangente referente aos graus de liberdade prescritos

K, Matriz de rigidez tangente referente a interac¢ao entre os graus de liberdade

livres e prescritos

n Incremento ou combinacao

)2 Parametro que define a energia de modo I de fractura disponivel para a nova
fenda

q Iteragdo

R, Vector das reacgdes nos graus de liberdade prescritos

a, Angulo a partir do qual se admite a possibilidade de formagao de nova
fenda

a, f Factores de escala

o Deslocamento

da Deslocamento iterativo na combinagdo n e iteragdo i

oa’ Vector dos deslocamentos iterativos na combinagdo »n e iteragdo ¢

Sa, Vector dos deslocamentos iterativos na combinagdo »n e iteragdo i

da;,, da},  Componente i ou j do vector da’

oa, Vector dos deslocamentos iterativos referente aos graus de liberdade livres

oa, Vector dos deslocamentos iterativos referente aos graus de liberdade
prescritos

OR, Vector das reacgdes iterativas nos graus de liberdade prescritos
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o1 Factor de carga iterativo da iteragcdo ¢

Ad, Deslocamento incremental na combinagdo n e iteragao i

Aag, Incremento do deslocamento prescrito na componente i do vector Aa’
Aa, Incremento do deslocamento relativo prescrito entre as componentes i € j

do vector Aa’

Ad! Vector dos deslocamentos incrementais na combinacdo n e iteragdo g
0 . e e e . ~
Aa, Vector dos deslocamentos incrementais iniciais na combinagdo 7
Aa’, Vector dos deslocamentos incrementais na combinacdo n e iteracdo g
=n,

relativo a solucao &

Aa;.,Aa; . Componente i ou j do vector Aa’

Aa, Vector dos deslocamentos incrementais referente aos graus de liberdade
livres

Aa, Vector dos deslocamentos incrementais referente aos graus de liberdade
prescritos

AF Incremento da forga exterior

AF Vector do incremento da for¢a exterior

AF . Vector do incremento da forga exterior referente aos graus de liberdade
livres

AF, Vector do incremento da forga exterior referente aos graus de liberdade
prescritos

AL Grandeza do arco

AL, Grandeza do arco na combinagao i

n Factor correctivo

A Factor de carga da primeira iteracao

Y Factor de carga da iteragdo ¢
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v Coeficiente de Poisson

0, Angulo entre deslocamentos incrementais de iteragdes consecutivas

P Massa por unidade de volume

Sy Parametros que definem o diagrama trilinear que representa a lei de
amolecimento

i For¢a ndo equilibrada na combinagdo n e iteragdo g

Y, Vector das for¢as ndo equilibradas na combinagdo n

b4 (a") Vector das for¢as ndo equilibradas em fun¢ao dos deslocamentos na

combinagdo n e iteracao ¢

Y, Vector das forgas ndo equilibradas referente aos graus de liberdade livres
Y, Vector das forgas nao equilibradas referente aos graus de liberdade
prescritos
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1 INTRODUCAO

Muitos problemas da engenharia civil recorrem ao método dos elementos finitos de forma
a obter uma solu¢do para casos em que nao se conhece a partida uma solugdo analitica. O
meio continuo ¢ discretizado num conjunto de elementos finitos (Zienkiewicz e
Taylor 1989). O campo continuo de deslocamentos ¢ interpolado utilizando os
deslocamentos nodais dos elementos finitos. Se o material tiver comportamento nao linear,
as equacdes obtidas pela aplicagdo do principio dos trabalhos virtuais também sdo ndo
lineares. Um procedimento incremental/iterativo ¢ utilizado para resolver esse sistema de
equacdes ndo lineares, sendo o método de Newton-Raphson correntemente utilizado na

resolucao deste tipo de problemas.

O sistema de equacdes de equilibrio estendido a todos os graus de liberdade de uma

estrutura pode ser representado pela seguinte expressao (Zienkiewicz e Taylor 1989)
Ka=F (M

em que K ¢ a matriz de rigidez da estrutura, a ¢ o vector dos deslocamentos nodais da
estrutura ¢ F ¢ o vector das forcas nodais equivalentes as acg¢des que actuam sobre a

estrutura.

No contexto da analise ndo linear de estruturas o sistema de equagdes (1) ndo ¢ linear, pois

a matriz de rigidez depende do vector dos deslocamentos nodais a (Zienkiewicz e Taylor
1991). Com o objectivo de obter a resposta estrutural, a accdo £ deve ser aplicada de
forma incremental, designando por incremento de carga o vector AF, que ¢ adicionado ao
vector de cargas da combinagdo n—1, F,,, para se obter o vector de cargas da
combinagdo n, F,

F,=F, +ALF, )

Assim, para a combinagdo n a resposta estrutural pode ser obtida com base no anulamento

dos desequilibrios 2( a, ) , que sdo definidos da seguinte forma
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¥(a,)=F,~F(a,) 3)

em que a, ¢ o vector dos deslocamentos, £, ¢ o vector das forgas exteriores, F’ (gn) éo

vector das forcas interiores ¢ i(gn) ¢ o vector das forgcas ndo equilibradas. Para a
combinagdo corrente, n, pretende-se que o vector das forgcas ndo equilibradas seja nulo,
1.e.,

¥(a,)=0 )

O sistema de equagdes ndo lineares (4) pode ser resolvido utilizando o método de

Newton-Raphson. Considerando apenas os dois primeiros termos do desenvolvendo em

série de Taylor das fungdes E(gn ), obtém-se

¥(al)= i(ezl){@—ijﬁ 5al =0 (5)

Considerando a defini¢do de i(gn ) , indicada em (3), aplicada ao caso da iteracdo g —1 da

combinagdo 7, tem-se

o) (aF . e
(&), %) e o

em que (K . )Zfl ¢ a matriz de rigidez tangente da iteracdo g —1 da combinagao 7.

Substituindo (6) em (5) resulta,

(K, )" oal=¥(a)") (7
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Tendo em vista a resolugdo do sistema de equagdes (4), sdo efectuadas sucessivas

aproximacodes a solucdo final recorrendo-se a

-1
al=al" +6al =a,  +Aa, (8)

n

com

9 .
Aa) =Y 6a,=Ad)" +5d] 9)
i=1

No inicio do processo iterativo QZ =a,, ¢ AQS
Na Figura 1 representa-se a resposta para um sistema com um grau de liberdade
relativamente a uma estrutura que apresenta amolecimento na fase de pds-pico. A
simulacdo numérica deste tipo de estruturas pode ser efectuada por intermédio da aplicacao
directa de incrementos de for¢a AF . Este procedimento ¢ designado, na nomenclatura
inglesa, por load control. Observando a Figura 1, verifica-se que nos casos em que o
procedimento load control é adoptado nao ¢ possivel obter a resposta numérica na fase
pos-pico (pontos da curva entre A ¢ B). Uma forma de contornar esta dificuldade consiste
na utilizacdo da incrementacdo em termos de deslocamentos. Este procedimento ¢
designado, na nomenclatura inglesa, por displacement control. Assim, observando a
Figura 2, conclui-se que com este procedimento ¢ possivel obter a resposta na fase

pOs-pico.

Na Figura 3 apresenta-se a resposta de uma estrutura com comportamento complexo.
Quando o procedimento load control é usado na simulagdo numérica da estrutura, a
resposta entre os pontos A ¢ D ndo ¢ obtida, i.e., a resposta é constituida apenas pelos
pontos situados sobre a curva entre O e A e pelos pontos a partir de D. Este fenomeno ¢
conhecido na nomenclatura inglesa por snap-through. Caso seja utilizado o procedimento
displacement control, verifica-se que os pontos situados sobre a curva entre B e C ndo sao
obtidos, i.e., a resposta € constituida apenas pelos pontos O a B e pelos pontos a partir de
C. Este fenomeno ¢ conhecido, na nomenclatura inglesa, por snap-back. Com vista a

ultrapassar estas dificuldades e obter a totalidade da resposta numérica representada na

Ventura Gouveia, Joaquim Barros, Alvaro Azevedo e José Sena Cruz 13
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Figura 3, diversos investigadores propuseram diferentes técnicas, entre as quais se destaca
a técnica designada por arc-length. Esta técnica foi originalmente proposta por Riks (1970)

e Wempner (1971), tendo sido sucessivamente modificada por diversos investigadores

(Crisfield 1983, 1986, Bashir-Ahmed ¢ Xiao-zu 2004).

Algumas técnicas iterativas destinadas a ultrapassar dificuldades associadas a resolucao de
sistemas de equagdes ndo lineares, como o arc-length e métodos relacionados, introduzem
uma variacdo da carga durante o processo iterativo correspondente ao método de
Newton-Raphson. O nivel da carga passa a ser também uma incognita e torna-se necessario
considerar uma equacao adicional. Esta equacgao restringe a solugdo de forma a cumprir um
determinado critério. Nestas condi¢des os métodos passam a ser designados métodos com

solugdo restringida (constrained methods na nomenclatura inglesa).
Nas seccdes seguintes € apresentada a técnica do arc-length e métodos relacionados, assim

como a forma como estes foram implementados no cddigo computacional FEMIX 4.0

(Azevedo et al. 2003).

Fl

de carga AF

Incrementos

o

Figura 1 — Procedimento load control.
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Implementagdo da técnica do arc-length e métodos relacionados no programa de elementos finitos FEMIX

F
/ A \\
\B
; —
Incrementos de deslocamento Aa a4
Figura 2 — Procedimento displacement control.
F
snap-through
ap-through b
A
B
snap-back C
—
O a

Figura 3 — Resposta F-a de uma estrutura: fenomenos de snap-through e snap-back.

2 TECNICA DO ARC-LENGTH
Na Figura 4 esta representada uma relagdo nao linear entre a for¢a e o deslocamento num

sistema com um grau de liberdade.

Ventura Gouveia, Joaquim Barros, Alvaro Azevedo e José Sena Cruz 15



Implementagdo da técnica do arc-length e métodos relacionados no programa de elementos finitos FEMIX

Fl
RN E1_1 + AE[ 5 C D
N—F,= . + AAF,
s (™
3
= NS
A
Fn-l @
a, an >(l
Aa,

Figura 4 — Técnica do arc-length aplicada a um sistema com um grau de liberdade (b =1.0).

No ambito da andlise ndo linear da referida estrutura ¢ utilizado um procedimento
incremental de carregamento. Na Figura 4 esta também representada a variagao de forca e
deslocamento correspondente ao incremento de carga existente entre as combinagdes 7 —1
e n. A utilizagdo de um incremento de carga AF, conduziria a uma solugdo que se afasta
demasiado do ponto A, ultrapassando o pico correspondente ao ponto C. Deste modo nao ¢
obtida e evolucdo do comportamento da estrutura entre os pontos A e D. Com o objectivo
de ficar a conhecer esse comportamento, o incremento de carga ¢ multiplicado por um
factor A cujo valor fica definido por intermédio da seguinte restri¢do, que corresponde a

obten¢do de uma solucdo localizada sobre o arco de raio AL representado na Figura 4.

(Aa,) +2* 0 (AF,) = AL (10)

Nesta equagdo b representa um factor de escala que converte a ordem de grandeza da

forca na ordem de grandeza do deslocamento.

De acordo com a Figura 4, a seguinte expressao define, em fun¢do de A, o valor da forca

exterior na combinagao n

16 Ventura Gouveia, Joaquim Barros, Alvaro Azevedo e José Sena Cruz
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F,(A)=F, +AAF, (11)

n

A expressdo que define a for¢a ndo equilibrada (residuo) da combinagdo n, ¥, , € a
seguinte
¥, =F, (4)-F'(a,) (12)

em que F ’(an) ¢ a forga interna obtida com base no deslocamento correspondente a

combinacdo corrente, a, .

De acordo com as equagdes (11) e (12) o anulamento das forcas ndo equilibradas

corresponde a
¥, =%¥(a,A)=F, (1)-F'(a,)=F,_ +1 AF,~F'(a,)=0 (13)

No ambito do método de Newton-Raphson, pretende-se que na iteracdo ¢ sejam

respeitadas as equacoes (10) e (13), resultando

W(al,A")=F¢(A')-F'(a!)=F,, +A'AF, - F'(a!)=0 (14a)

f(Aar,27)=(Aa?) +0*(27) (AF,) —AL* =0 (14b)

O processo iterativo correspondente ao método de Newton-Raphson com a técnica do

arc-length encontra-se esquematizado na Figura 5.

Ventura Gouveia, Joaquim Barros, Alvaro Azevedo e José Sena Cruz 17
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s |

— 40
an—l - an a

Aa! L
7

Aa?
n

Aa?
n

Figura 5 — Processo iterativo associado a técnica do arc-length aplicada a um sistema com um grau de

liberdade (5 =1.0).

No presente trabalho ¢ contemplada a possibilidade de aplicagdo de varias combinagdes de
carga tratadas com o método de Newton-Raphson sem arc-length seguidas de um conjunto

de combinag¢des em que ¢ aplicada a técnica do arc-length com AF, constante. Neste

ambito o incremento de forga exterior passa a ser designado por AF .

Na Figura 6 representa-se a aplicacdo do método de Newton-Raphson sem e com

arc-length.

18 Ventura Gouveia, Joaquim Barros, Alvaro Azevedo e José Sena Cruz
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F

Arc-length

Newton
Raphson
AF,

—
a

Figura 6 — Método de Newton-Raphson sem e com a técnica do arc-length.

A aplicacdo da técnica do arc-length em problemas com mais do que um grau de liberdade
consiste na generalizagdo das equagdes (14), que conduz ao seguinte sistema de equagdes

ndo lineares

W(a),2")=F(A")-F'(a})=F, + A"AF ~F'(a}) =0 (152)

f(Adl,27) = [AQZ]T Ad!+0*(21) [AF] AF AL =0 (15b)
Segundo Crisfield (1991), para os problemas correntes, o factor b pode ser nulo.

Tendo em vista a utilizagdo do método de Newton-Raphson para obter a solugdo de (15),
sdo considerados os dois primeiros termos do desenvolvendo em série de Taylor das

funcdes que figuram no sistema de equagdes ndo lineares, resultando

) ow " ow "
9 29| ~ a-1 941 — q — 9 —

a),
f(Agz,m)z f(AgZ_l,ﬁ,"‘l)—i- (a (aira)l 5(Aa)’ +(2—£jg SA4 =0 (16b)

— n

sendo
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o (oF e
(&) &) e &

o\

3 -
o Vo

[a (Aﬂ)]n =2Ad’ (19)

i qil_ 2 7g-1 T

(6/11 =20°2" [AF] AF (20)

Em (17), (K r )Z_l ¢ a matriz de rigidez tangente.
Uma vez que a, =a, ,+Aa, com g, , constante, tem-se
sa’ =5(Aa)’ 1)

Substituindo em (16) as equagdes (17) a (21), resulta

(22)

~(K,)"" AF {&,q] (e A
or!

aar e (ar ar o) rfaar 27)

No sistema de equacdes lineares (22) a matriz dos coeficientes nao ¢ simétrica. Para

continuar a beneficiar das vantagens inerentes a resolucdo de um sistema de equagdes
lineares com uma matriz simétrica, Crisfield (1991) propde a substitui¢io de Aa! na

restricdo (15b). Este procedimento ¢ em seguida descrito.
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Substituindo (17) e (18) em (16a) obtém-se

(K, )Z_l oa,

n

—y (gg-l,/vf—‘ ) +AF S (23)

Explicitando o deslocamento iterativo Sa’ , obtém-se

sal =[ (k) (a2 )+ [ ()] AF o2

n

(24)
=sa’" +orisa’
em que
-1
say’ =| (k)| e(ay"2") (25)
e
_ -1
sa;' = (&) | aF (26)
sendo, de acordo com a equacao (15a)
wla!", 27)=F, + 2 AF-F(al") 27)

As sucessivas actualizagdes da solugdo corrente sdo efectuadas com a seguinte equagao

(ver a Figura 5 para o caso unidimensional)

q _ q-1 q _ q
a,=4, + 5211 =a,. + Agn (28)

sendo

Ventura Gouveia, Joaquim Barros, Alvaro Azevedo e José Sena Cruz 21
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q .
Ad] =Y Sa,=Adl" +5a (29)

i=1
., . . . 0 0
No inicio do processo iterativo considera-se que @, =a, , € Aa, =0.

No processo iterativo associado ao método de Newton-Raphson, o factor de carga A7 ¢

actualizado com a seguinte expressao
20 =207 4 5 (30)

Substituindo as equacdes (24), (29) e (30) na equagao (15b) resulta a seguinte equacao do

segundo grau (ver o Anexo I)
2
a,(04") +a,04 +a, =0 (31)
em que O47¢ a incognita e

a=[sa"| 6"+ [AE] AF
a,=2[6a," | (Aay" + 6@ )+ 2624 [AET AF (32)

a,=[Aa)" +oa" | (Aa)"+o@)" )+ b (4 [AF] AF - AL

Na generalidade dos casos a equacdo (31) tem duas solugdes reais (94 e d4)). Atendendo

as equacoes (24) e (29) tem-se para cada o4/

A’ =Ad"" + 5@ vorisal, com k=1 ou k=2 (33)

Assim, existem duas possiveis modificagdes do vector dos deslocamentos, Aa!, e Aa!,.
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Tendo em vista a seleccdo de uma das duas solugdes, ¢ calculado, para cada uma delas, o

co-seno do angulo entre os vectores que representam a variagdo da solucdo na itera¢dao

actual (Agz,k) e na iteracdo anterior (Ang1 ) , representando & o nimero da solucdo de (31)

(1 ou 2). Assim,

Aa™ ] Ad?
Q Qn,k

n

cosf, =+——= (34)
Aa’™|llAa?,

—n

Tendo como objectivo a escolha de uma solu¢do que mantenha na solugdo corrente uma
direccdo semelhante a que foi utilizada na iterag@o anterior, ¢ seleccionada a alternativa a

qual corresponde um menor angulo 6, (ver a Figura 7). A solug¢do que apresenta o menor

angulo ¢ também aquela que apresenta o maior valor do co-seno de 6,, sendo este o

critério adoptado. No exemplo da Figura 7 ¢ seleccionada a solugdo 1 (é}Lq) .

Aa"

, R -1
Figura 7 — Angulo entre os vectores Aa’ e Aa’ .

Se em (31) g, for nulo, 047 € calculado com a seguinte expressao

oA =—a,/a, (35)

Se a equacdo (31) ndo tiver qualquer solucdo, a técnica do arc-length nao pode ser
utilizada. Nestas circunstancias sugere-se que 0 processo iterativo seja reiniciado com

outros parametros de forma a permitir uma progressao com menores incrementos de carga.

A Figura 5 ilustra a aplicagdo da técnica do arc-length num sistema com um grau de

liberdade. Nestas circunstancias constata-se que para aplicar a técnica do arc-length numa
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determinada combinacdo ¢ necessario definir na primeira iteragdo qual o valor do
parAmetro AL. Com este objectivo é efectuada a primeira iteragio com A'=1.0,
correspondendo este procedimento ao método de Newton-Raphson classico, i.e., sem
recurso a técnica do arc-length. Nestas circunstancias e atendendo as equagdes, (24)-(27),

(29) e (30) tem-se

Ad, =Sa) = [(ﬁ )T {FH +AAF~F'(a, )} -

“[(x)] e

(36)

sendo A'=1.0.

Conhecido Aa), é possivel calcular o valor do pardmetro AL com o recurso a

equagdo (15b), resultando

0.5

AL:{[AQ;]TAQL +5 [/11]2 [AF] AE} ,com A' =1.0 (37)

O valor de AL obtido com este procedimento ¢ mantido constante durante a corrente
combinagdo. Com esta estratégia de determinagdao de AL evita-se a necessidade de

fornecer o seu valor como um dado do problema.

Nos incrementos de carga subsequentes € possivel seleccionar uma das estratégias que sao
em seguidas descritas. Na primeira, que na nomenclatura inglesa ¢ designada constant
arc-length, o valor do pardmetro AL que foi calculado no primeiro incremento com
arc-length ¢ mantido constante nos restantes incrementos. A segunda estratégia, que na
nomenclatura inglesa ¢ designada variable arc-length, consiste em repetir o procedimento

correspondente as equacdes (36) e (37) em todos os incrementos com arc-length.

3 DESLOCAMENTO CONTROLADO NUM GRAU DE LIBERDADE
A simulacdo numérica de alguns problemas estruturais com nao linearidades localizadas

em determinadas zonas da estrutura por aplicacdo do método do arc-length pode conduzir
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a instabilidades no processo de convergéncia incremental/iterativo. Esta deficiéncia pode
ser contornada seguindo-se a estratégia utilizada por Batoz and Dhatt (1979) e que consiste
em restringir o deslocamento incremental de uma varidvel especifica a um valor
predefinido. Este controlo de deslocamento ¢ efectuado sem ser necessario acrescentar
qualquer apoio. Este procedimento ¢ designado na nomenclatura inglesa por displacement

control at a specific variable. Assim, a equacdo (15b) € substituida pela seguinte equagao,

Aa!, = Aa, (38)

em que Aa’, é a componente i do vector Aa’! e Aa, é a sua magnitude incremental

predefinida.

Durante o processo iterativo o valor incremental da componente i do vector Aa’
mantém-se constante e igual a Ag,, i.e., a variagdo iterativa dessa componente (5a,‘{i) ¢

nula. Tendo em conta este facto e também a equacao (29) escrita para a componente i do

vector Aa!, pode-se escrever a seguinte equagdo

Aa), = Aaf;l +oa,, = AaZ;l = Aqg, (39)
Para um determinado incremento 7, os deslocamentos iterativos da’ sdo obtidos com a
equagao (24). Escrevendo essa equagdo para a componente i resulta

dal, =d6a’’ +A'6a’; (40)
Anulando o deslocamento iterativo da,, na equagdo (40) e resolvendo-a em ordem a o4°
obtém-se a variagdo iterativa do factor de carga

sa’’
oA = — (41)

—g-1

§an’i
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O vector dos deslocamentos incrementais da primeira iteracdo pode ser obtido por
intermédio da equagdo (36) com A' =1.0. De forma a cumprir, para a componente i do
vector Aa’, o valor predefinido Aa, (ver a equagdo (38)) é necessario efectuar algumas

correcgdes, nomeadamente ao factor de carga inicial. A pormenorizagdo destas correcgdes

¢ exposta na Secgao 6.

4 DESLOCAMENTO RELATIVO CONTROLADO POR DOIS GRAUS DE
LIBERDADE

Como se referiu na Seccao 3, a simulacdo numérica de estruturas em que ocorrem nao

linearidades localizadas com o recurso a utilizagdo da equagdo (15b) torna-se, por vezes,

impossivel. Na tentativa de evitar a instabilidade do processo de convergéncia

incremental/iterativo, de Borst (1986) sugeriu que na equacdo (15b) fossem apenas

consideradas algumas componentes preseleccionadas do vector Aa!. No caso de estruturas

em que ocorre fendilhacdo localizada, a solucdo passa pela escolha, de um modo
apropriado, de dois graus de liberdade (componentes de deslocamentos), um em cada face
de uma fenda, e igualar a sua diferenca a um determinado valor. Este controlo do
deslocamento relativo entre os referidos pontos ¢ efectuado sem ser necessario acrescentar

qualquer apoio. Assim, a equacdo (15b) € substituida pela seguinte equagao

AaZ,j - Aaf,i = Aaj—i (42)

~ q q ~ . . . q
Nesta equagdo, Aa,, ¢ Aa, ; sdo, respectivamente, as componentes i ¢ j do vector Ag, ¢
Aa, ; ¢ a magnitude incremental predefinida entre essas duas componentes.
Durante o processo iterativo o deslocamento incremental relativo entre as componentes i e

J do vector Aa! mantém-se constante e igual a Aa,,, i.e., a variagdo iterativa relativa

J=i»

entre essas componentes (5a§ ;—oa, ) ¢ nula. Tendo em conta este facto e também a

n,i
~ . . . q
equacdo (29) escrita para as componentes i € j do vector Aa,, pode-se escrever a

seguinte equagao
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q q _ q-1 q gq-1 q
Aa,  —Aa;, = (Aaw +oa, ) - (Aan,i + 5an’i)
_ q-1 q-1
=Aa, ; —Aa,, (43)
=Aa

Os deslocamentos iterativos da’ para um determinado incremento n sdo obtidos com a
equacdo (24). Escrevendo essa equacgdo para as componentes i € j resulta

dal, =o6a’’ +dA'6a; (44)

n,i

9 — S9! 985797
oa,  =da,; +ol'0a; (45)
O deslocamento iterativo relativo entre as componentes i ¢ j ¢ definido pela seguinte

equacao
dal,—dal, =(sal +or'sal) ) - (sal +o4'6ay;") (46)

Procedendo-se ao anulamento do deslocamento iterativo relativo da equagdo (46) e

resolvendo-a em ordem a o47, obtém-se a variagdo iterativa do factor de carga

sa;' -da);
OAd = — i (47)

—g-1 _ ¢=q-1
&ln,j oa,

Tal como na secc¢do anterior, o vector dos deslocamentos incrementais da primeira iteragao
pode ser obtido por intermédio da equagdo (36) com A' =1.0. De forma a cumprir, o valor
predefinido Aa, , entre as componentes i ¢ j do vector Aa’ (ver a equagdo (42)) ¢é
necessario efectuar algumas correcgdes, nomeadamente ao factor de carga inicial. A
pormenorizagdo destas correcgdes € exposta na Seccao 6.

Com este procedimento, designado na nomenclatura inglesa por relative displacement

control between two specific variables, ¢ possivel obter a resposta numérica do

comportamento de uma estrutura onde se evidencia a ocorréncia do fenomeno snap-back
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(ver a Figura 3). Uma outra possivel aplicacdo desta técnica ¢ na simulacao de ensaios em
que se controla a abertura da fenda (Crack Mouth Opening Displacement control, na

nomenclatura inglesa).

5 OPCOES RELATIVAS AO RESTART

Quando no processo incremental/iterativo ndo ¢ encontrada uma solucdo que satisfaga o
sistema de equacdes ndo lineares, torna-se necessario fazer alteragdes aos parametros
iniciais do problema. Para ultrapassar o problema da n3o convergéncia alguns
investigadores (Crisfield 1991 e Povoas 1991) sugerem diversas técnicas, sendo uma delas
a diminui¢do automatica da grandeza do incremento de carga. No dmbito do presente
trabalho sugere-se a utilizacdo da funcionalidade de restart que ja se encontra disponivel
no codigo computacional FEMIX 4.0. O termo restart significa retomar o processo
incremental/iterativo apos a alteracdo de alguns parametros iniciais do problema. Assim,

multiplica-se o vector AF (que ¢ mantido sempre constante durante o arc-length) e o
escalar AL pelos parametros « e [, respectivamente. As expressdes apresentadas na
Sec¢do 2 permanecem validas, desde que se substitua AF por oAF e AL por PAL.

Sendo assim, ao efectuar o restart do processo incremental/iterativo, na opg¢ao de variable
arc-length pode-se alterar o pardmetro « e na opcao de constant arc-length pode-se alterar
o parametro [ .

Na opgao displacement control at a specific variable e na opcao relative displacement
control between two specific variables, o valor da magnitude incremental predefinida (ver

as Seccoes 3 e 4) pode ser alterado ao efectuar o restart do processo incremental/iterativo.

6 INTRODUCAO DAS TECNICAS NUMERICAS NO PROGRAMA FEMIX
Nesta seccdo sdo descritos de forma sucinta os aspectos essenciais associados a
implementagdo da técnica do arc-length e métodos relacionados no programa de calculo
automatico FEMIX 4.0 (Azevedo et al. 2003).

Nas simula¢des em que se pretende recorrer a técnica do arc-length, esta comeca a ser

utilizada na Gltima combinagdo de carga que figura no ficheiro de dados (n,). Nas

combinagdes seguintes o incremento de carga entre as combinagdes (nF —1) en, (AF)¢

mantido constante. O numero maximo de combinagdes sem e com arc-length ¢
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n=n,—1+n,, sendo n, o nimero maximo de combina¢des com arc-length. Em cada
uma das n, combinagdes com arc-length o incremento de carga AF ¢ multiplicado pelo

factor A (ver a Figura 6).

Como na primeira iteragdo de cada combinagdo com arc-length, o factor de carga € igual a

1.0 (A'=1.0), esta ¢ tratada como uma iteracdo clissica de Newton-Raphson (ver a

Figura 5). Como para algumas das opg¢des atras apresentadas, o factor de carga inicial ndo

¢ igual a 1.0, tem que se corrigir o vector das forgas exteriores, F (Zl) , 0 vector dos

1 e e e . ~ ..
deslocamentos, Aa, e o factor de carga inicial, de forma a respeitar a equagao restritiva de

cada opg¢ao. Na Figura 8 representa-se, de forma esquematica, o procedimento adoptado na

primeira iteragdo de cada incremento de carga, sendo utilizado um factor correctivo 77,

calculado de acordo com a op¢ao utilizada:

- constant arc-length

Nesta op¢ao o factor correctivo 77 € obtido por intermédio do quociente entre o valor do

arco constante e o valor do arco calculado com a equagdo (37), considerando A' =1.0,

T=AL(Z =1.0) (48)
- displacement control at a specific variable
_Aa;,  Aq,
T7ad, T 5d, (49)
- relative displacement control between two specific variables
Aa i Aa i
= ‘ = 50
g Aafw —Aa}z)i &ZJ«J _5‘1;11,1‘ (30)
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Figura 8 — Correc¢@o de um incremento de carga por intermédio de um factor 7.

Com o objectivo de apresentar de um modo sucinto as alteragdes efectuadas no programa
FEMIX 4.0, descreve-se em seguida o algoritmo incremental/iterativo correspondente ao
método de Newton-Raphson sem e com arc-length. A principal diferenca entre estes dois
algoritmos consiste no facto de o ultimo ter mais uma incognita, o que origina algumas
alteragdes nos diversos passos do processo incremental/iterativo. Uma vez que o codigo
computacional FEMIX agrupa em diferentes vectores as grandezas correspondentes a
graus de liberdade livres e a graus de liberdade prescritos, opta-se por identificar cada um
destes casos com o indice F (free) e P (prescribed), respectivamente (ver o Anexo II). O
codigo também permite optar entre as estratégias path dependent (PD) ou path independent

(PD) (Sena-Cruz 2004).

No Anexo III sdo enumerados os pardmetros relacionados com a técnica do arc-length que

podem ser introduzidos no ficheiro de dados.
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Nota: nos seguintes algoritmos a + =b significa a <—a+b.

Método de Newton-Raphson sem arc-length:

Ciclo as

combinagoes

— Aa, =0 (Pl only)

= AFz, AF,, Fr+=AF;, Fp+=AF,, Aa,, da,=Aa,
Yp+=AF,, ¥,+=AF,
Ciclo as —> Kpda,=¥,-K0a,
iteragdes |y SR, =K ,;0a, +K ppda, — ¥,

— Aay+=08a, (PD); Aap =da, (PD)
ap+=90ap, Rp+=0R,

> Y, =F,-F,, Y,=F,+R,-F,

—>da,=0

—>Aa, =0 (PD only)

Método de Newton-Raphson com arc-length:

Ciclo as

combinacoes

— Aa, =0 (Plonly), Aa, =0, 1=1.0
= AF., AF,, F.+=AAF,, F,+=1AF,

Yo+=AAF,, ¥,+=4AF,

Ciclo as —> Kpoa, =Y, -Kpoa,, KFF5EF =AF,
iteragdes | _, 57 _ equacdo (31), (41) ou (47)
— 8a, =0a, +0a,0A

A+=0A, F+=0AAF,, F,+=0lAF,
= OR, =Ky da, +Kppoa,—Y¥, —AF .64
—> Aay+=6a, (PI); Aa, =6a, (PD)

ap+=0a,, Rp+=0R,

> V¥, =F,-F,, Y, =F,+R,-F',
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7 EXEMPLOS
Nesta sec¢do incluem-se os resultados obtidos em simulagdes numéricas, com o objectivo
de mostrar as vantagens da utilizagdo das técnicas anteriormente descritas na modelagao de

estruturas com comportamento ndo linear material.

7.1 Simulacio numérica de uma viga sujeita a trés pontos de carga

Neste exemplo ¢ efectuada a simulagdo de uma viga de betdo sujeita a trés pontos de carga
(RILEM 1985). Sao utilizadas as diversas técnicas descritas neste trabalho e os resultados
obtidos sao comparados com a simulagdo efectuada por Rots (1988). A malha utilizada
para a discretizacdo das vigas ¢ a apresentada na Figura 9, sendo consideradas as
aproximagoes correspondentes a um estado plano de tensdo. Sdo utilizados elementos de
Lagrange de 4 ndés com um esquema de integracdo de Gauss-Legendre de 2x2. Com o
objectivo de caracterizar adequadamente a fendilhacdo na zona do entalhe, a integracio de
Gauss-Legendre ¢ efectuada, nos elementos centrais, com base num padrdo de 1x2 pontos.
Na simulagdo do comportamento ndo linear material do betdo ¢ considerado um modelo de
multi-fendas distribuidas (Sena Cruz et al. 2004). Na Tabela 1l encontram-se as
propriedades do betdo que ¢ utilizado na simulacdo. Foi considerado um critério de

convergéncia baseado na norma do vector das forgas residuais, sendo a tolerancia igual

a 0.1%. O peso proprio ¢ também incluido na simulagao.

Espessura = 100 mm

- T ]
! \ T

! } -~ Esquemade
B integracio 2
I S S I e =
mam T , x
. 3
- + PR £ -

10x16.75 5x%10.0 5x10.0 10x16.75

3%5.0

Figura 9 — Viga com entalhe: geometria, malha, carregamento e apoios.
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Tabela 1 — Propriedades do betdo utilizado na simulacdo da viga sujeita a trés pontos de carga.

Massa especifica p=24x10"° Kg/mm’

Coeficiente de Poisson v=0.20

Modulo de Young E, =20000.0 N/mm”

Resisténcia & compressio £, =48.0 N/mm?

Resisténcia a trac¢do £, =2.4 N/mm’

Paridmetros do amolecimento trilinear £=04; 0,=06;¢=08; a,=0.2
Energia de fractura G, =0.113 N/mm

Pardmetro que define o modo I da energia

de fractura disponivel para a nova fenda pi=2

Factor de retengdo para o corte Exponencial com p, =2

Banda de fendilhagdo Raiz quadrada da area do elemento
Angulo para formagio de nova fenda a,, =30°

7.1.1 Procedimento load control

Na Figura 10 encontra-se representada a relacdo forca-deslocamento vertical a meio vao
correspondente a analise da viga da Figura 9 com o procedimento load control. Costata-se
que com este procedimento ndo ¢ possivel obter numericamente o comportamento da

estrutura em amolecimento (softening, na nomenclatura inglesa).

2000 -

Rots (1988)
—— Procedimento load control
1500 -
F2||F/2
I
z H
© T
° T
© OH
L
3 1000 -
©
©
=4
(<] ==
w
500 -
0 T T T T T T T T T 1
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Deslocamento a meio vao (mm)

Figura 10 — Relagao forga-deslocamento vertical a meio vao.
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7.1.2  Procedimento displacement control por assentamentos de apoio

O problema numérico identificado na Secgao 7.1.1 pode ser ultrapassado por intermédio do
recurso ao procedimento displacement control por assentamentos de apoio. Neste caso sao
impostos os deslocamentos verticais dos pontos em que originalmente estavam aplicadas
as cargas (ver a Figura 11). Desta forma consegue-se obter numericamente a totalidade da
resposta, como se observa na Figura 11. Para ter em conta o peso proprio da viga, foi
necessario proceder a uma andlise prévia, tendo sido calculados os deslocamentos dos
pontos A e B da Figura 11, considerando o peso proprio da viga como Unico carregamento.
Estes deslocamentos foram impostos na primeira combinagdo tendo-se seguido a sua

incrementagdo progressiva.

2000 —— Rots (1988)

—— Procedimento displacement control
por assentamentos de apoio

54 40

1500 4

X

1000 ~

Forga aplicada (N)

500 -

0 0.1 02 03 04 0.5 0.6 07 08 0.9 1

Deslocamento a meio vao (mm)

Figura 11 — Relagao forga-deslocamento vertical a meio vao.

7.1.3 Técnica do arc-length com variable arc-length

Nesta simulagdo ¢ utilizada a técnica do arc-length, tendo sido considerada a possibilidade
de o raio do arco variar com os incrementos de carga. O parametro b da equagdo (15b) ¢
considerado nulo. Verifica-se que, ao contrario do que ocorreu com o procedimento de
controlo de forca, ¢ possivel obter agora a resposta pos-pico, como se pode observar na

Figura 12. Da andlise desta figura verifica-se que sé foi possivel obter a resposta numérica
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até um deslocamento vertical na zona central da viga de 0.41 mm. Na combinagdo em que
o processo incremental foi interrompido por falta de convergéncia do processo iterativo

foram entdo calculados os valores e vectores proprios da matriz de rigidez da estrutura

(K ) A existéncia de valores proprios quase nulos revela o facto de a matriz K ser

praticamente singular, o que justifica a dificuldade encontrada na obtencdo da

convergéncia do processo iterativo.

2000 -

—— Rots (1988)

— Variable arc-length

1500
F2||F/2

1000 -

Forga aplicada (N)

500

0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

Deslocamento a meio vao (mm)

Figura 12 — Relagdo for¢a-deslocamento vertical a meio vao.

7.1.4 Técnica do arc-length com constant arc-length

Utilizando a técnica do arc-length com arco de raio constante em todas as combinacdes e
igual ao que foi calculado no primeiro incremento de carga, obteve-se uma resposta
semelhante a da andlise anterior, como se pode constatar observando a Figura 13. Também
neste caso nao foi possivel obter a resposta para um deslocamento a meio vao superior a

0.41 mm. Tal como na Sec¢do 7.1.3 o pardmetro b ¢ considerado nulo.
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2000 -

—— Rots (1988)

— Constant arc-length

1500 -
F/2||F/2

1000 -

Forga aplicada (N)

500 -

0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Deslocamento a meio vdo (mm)

Figura 13 — Relacdo forga-deslocamento vertical a meio vao.

7.1.5 Procedimento displacement control at a specific variable

Na simulacdo em que ¢ utilizado o procedimento displacement control at a specific
variable o deslocamento controlado ¢ o deslocamento vertical a meio vao da viga (ver a
Figura 14). Durante o processo incremental/iterativo o valor do carregamento ¢ adaptado
de forma a respeitar o valor pretendido para o deslocamento em cada combinagdo. Como
se pode constatar na Figura 14 foi possivel obter o comportamento pré- e pds-pico com
uma boa concordancia em relacao a simulagao de Rots (1988).

Uma vez que a generalidade dos ensaios laboratoriais € controlado com base no
deslocamento de um ponto da estrutura, o procedimento descrito nesta sec¢ao tem como
vantagem em relacdo ao procedimento descrito na Sec¢do 7.1.2. o facto de o peso proprio
ser directamente incluido no vector solicitagdo, evitando-se assim o célculo prévio do

deslocamento devido ao peso proprio e a sua inclusdo como assentamento de apoio.

36 Ventura Gouveia, Joaquim Barros, Alvaro Azevedo e José Sena Cruz



Implementagdo da técnica do arc-length e métodos relacionados no programa de elementos finitos FEMIX

2000 -

—— Rots (1988)

— Displacement control at a
specific variable

1500 | S - deslocamento controlado
T

|
L F2||F/2

~
~
~

1000 -

Forga aplicada (N)

500 -

0 T T T T T T
0 0.1 02 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Deslocamento a meio vao (mm)

Figura 14 — Relagdo forga-deslocamento vertical a meio vao.

7.1.6  Procedimento relative displacement control between two specific variables

Com o objectivo de testar o procedimento relative displacement control between two
specific variables no exemplo em estudo, foi efectuada uma simulacdo numérica com
controlo da abertura do entalhe (CMOD — Crack Mouth Opening Displacement control).
Nesta analise o carregamento da estrutura adapta-se de modo a cumprir o afastamento
relativo imposto entre os pontos Q e R da face do entalhe (ver a Figura 15). Na Figura 15
esta representada, para a presente simulacdo, a relagdo for¢a-deslocamento vertical a meio
vao da viga. Tal como no caso representado na Figura 14, observa-se também uma boa

concordancia relativamente aos resultados das simulagdes numéricas efectuadas por Rots
(1988).
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Figura 15 — Relagao forga-deslocamento vertical a meio vao.

7.2 Simulacdo numérica de um ensaio de trac¢ao directa

Nesta seccdo ¢ simulado numericamente o ensaio a traccdo de um provete em
circunstancias que conduzem a ocorréncia do fendémeno de snap-back. Pretende-se mostrar
que s6 por intermédio da utilizagdo da técnica iterativa que tem em conta o controlo do
deslocamento relativo entre dois graus de liberdade especificados se consegue simular o
referido fendmeno. Na Figura 16 estd representada a malha utilizada na discretizacao dos
provetes, que se supdem sujeitos a um estado plano de tensdo. Sdo utilizados elementos de
Lagrange de 4 nds com integracdo de Gauss-Legendre de 2x2. Com o objectivo de
caracterizar adequadamente a fendilhagdo na zona do entalhe, a integracdo de
Gauss-Legendre ¢ efectuada, nos elementos centrais, com base num padrao de 2x1 pontos
(ver a Figura 16). As propriedades do betdo utilizadas na simulagdo encontram-se
indicadas na Tabela 2. Foi utilizado um critério de convergéncia baseado na norma do
vector das forgas residuais, tendo sido considerada uma tolerancia de 0.01%. Neste estudo
¢ efectuada uma comparagdo entre os resultados obtidos com o codigo computacional

desenvolvido e os que se encontram publicados em Rots (1988).
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Figura 16 — Ensaio de trac¢ao: geometria, malha, carregamento e apoios.

Tabela 2 — Propriedades do betdo utilizadas nas simula¢des do ensaio de tracgdo directa.

Massa especifica p=24x10"° Kg/mm’

Coeficiente de Poisson v=0.20

Moédulo de Young E. =18000.0 N/mm’

Resisténcia 4 compressio f, =48.0 N/mm’

Resisténcia a tracgdo £, =3.4 N/mm?

Parametros do amolecimento trilinear & = L; o, = l; & = l; a, = 10
12 3 6 33

Energia de fractura G, =0.0593 N/mm

Pardmetro que define o modo I da energia _

de fractura disponivel para a nova fenda p=2

Factor de retengdo para o corte Exponencial com p, =2

Banda de fendilhagdo Raiz quadrada da drea do elemento

Angulo para formagio de nova fenda a, =30°
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7.2.1 Procedimento displacement control por assentamentos de apoio

Com o objectivo de efectuar a simulagdo com o procedimento displacement control por
assentamentos de apoio, o carregamento indicado na Figura 16 foi substituido por um
conjunto de apoios situados nos pontos de aplicacdo das forgas. Nesses apoios sao
impostos deslocamentos verticais ascendentes que crescem progressivamente € constituem
a unica solicitacdo da estrutura (ver a Figura 17). Na Figura 17 representa-se a resposta
tensdo normal média-deslocamento do ponto P assinalado na malha. Verifica-se que ao
atingir o pico a resposta cai bruscamente (do ponto A para o ponto B), ndo permitindo
prever o fenomeno de snap-back que se observa na fase pds-pico. A tensdo média foi
calculada com a equagdo (51), sendo F o somatério das reacgdes nos apoios com

deslocamentos prescritos. A 4rea da sec¢do transversal do provete na zona do entalhe ¢

2
50x50 mm~.
Omed = 020 (51)
med
50x50
3.5
— Rots (1988)
— Procedimento displacement control
3 por assentamentos de apoio
A Sprescritos
2.5 A R AVAVAVAVAVAYA
o P
£
£
£
8 24
-3
‘Q
£
© T ANT/NL
E
2 15 -
o
uT
w
c
3
[
14 s SAVARLVAR
0.5 1 L
0 T T T T T T T T T 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

Deslocamento do ponto P (mm)

Figura 17 — Relag@o tensdo normal média-deslocamento do ponto P.
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7.2.2  Procedimento relative displacement control between two specific variables

Nesta simula¢do, o deslocamento vertical relativo entre os pontos Q e R (ver a Figura 18) ¢
utilizado como pardmetro de controlo do procedimento relative displacement control
between two specific variables. Na Figura 18 apresenta-se também a resposta tensao
normal média-deslocamento do ponto P. Assim se constata que a utilizacdo do
procedimento relative displacement control between two specific variables permite a
simulagdo correcta do fenomeno de smap-back. A tensdo média foi calculada com a

equacdo (52), sendo p a forga distribuida (ver a Figura 18).

px60
O-med = (52)
50x50
3.5 - —— Rots (1988)
—— Relative displacement control
between specific variables
3 4
P I
P
2.5 A
NA S S — — -
£
E
Z
8 24
-l
@ TN/
£
©
E
2 15 -
o
ws
0
c
7] Ry |
-
14
0.5 -
0 T T T T T T T T T 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

Deslocamento do ponto P (mm)

Figura 18 — Relagdo tensdo normal média-deslocamento do ponto P.

8 CONCLUSOES
A simula¢do numérica de estruturas com comportamento nao linear material apresenta, por
vezes, dificuldades associadas a obtencdo da resposta para determinados niveis de

solicitagdo. Estas dificuldades numéricas sdo agravadas sempre que ocorram fendmenos
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tais como o snap-back ou o snap-through. Com o objectivo de melhorar a qualidade das
simula¢des numéricas efectuadas com o programa de elementos finitos FEMIX foram nele
implementadas as seguintes funcionalidades:

e técnica do arc-length;

e deslocamento controlado num grau de liberdade;

e deslocamento relativo controlado por dois graus de liberdade.
Efectuaram-se algumas simula¢des numéricas com o objectivo de testar e avaliar a
eficiéncia das técnicas implementadas. Com base nestas simulagdes verificou-se que as
técnicas implementadas melhoraram significativamente a qualidade das simulagdes em que

ocorrem fenomenos de snap-back ou de snap-through.
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ANEXO I: PROCEDIMENTO DESTINADO A DETERMINACAO DE 514

Neste anexo apresenta-se a dedugdo da equagdo (31) que permite a determinagdo de oA°.

Substituindo na equagao (29) a equacao (24) obtém-se

q . —
Aa' =Y 8a, =Ad"" +5a’ =Aa!" +5a! +515a] (53)

i=1

Elevando ao quadrado ambos os membros da equacgdo (30) resulta
(27) =(a +e20) =(a) + 2247500 + (527) (54)

O produto [Aa;’ ]T Aa! ¢ em seguida desenvolvido tendo em conta a equacdo (53),

resultando
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[Ag} Aal=Ad!

B (AQT +5é371 +o'sa, )‘(Aa" tvoal +orea) )

= (Aay ' +sa) !t oa0sa) ) Aal +

+(ag) v sayt v srsa) ) sal +

+(aa) "t +say v 58| ortsay

_ | o _ ——1 _
=Aa)|Aal" +6a) | Aal +S2Sa, | Aa) +

-1 —q-1 —q-1 —q-1 =q-1
+Ad"|sat +sal |sal +oAa.

—qg-1
n n

+Ad\S06a +sal|satsal + satsal |satsal

n

= [AQT "A

i[sar] Al +[5ﬁﬂ5§j‘l]T Aa' +
T :AgﬂT sal +[oal"| sal+ (616, } sal+

[aa ] ovsa +[sar | orsa '+ (55)

+{orsa) | orsal
-|oa) 1} sat () +

+([5ZI T Aa;” +[5Efl ]T sa’’ W{AQZ*I} 57"

[sa sa” l)w +

—n

+—A Q*I_TA g-1 5—5171 r g-1 g-1 r —q-1
a a, +|oa, | Aa, +|Aa, | ba, +

+ 5—“ "sat!
- |sa; 1} st (o20) +

J{z[aij‘l }T (Aal" +5a!" )J 517 +

+[aa" oz | (Aal" +oa))

Substituindo na equacao (15b), as equacdes (54) e (55) obtém-se

46 Ventura Gouveia, Joaquim Barros, Alvaro Azevedo e José Sena Cruz



Implementagdo da técnica do arc-length e métodos relacionados no programa de elementos finitos FEMIX

[5@3‘1 T szt (s +[2[§§Z“ }T (Al +5a!" )}w +
+[AQZ*1 +oa’” ]T (AQTI +5§Zﬁl)+ (56)

+b° [(/14‘ )2 + 2277527 + (A1 )2 ] [AF] AFE-AL* =0
ou

([5@:1 | sar' v [aF] Agj(ew o
[2[5@3‘ }T (Aat ' +oa")+ 202 [AF] AE} SAY + (57)
+[AQZ* +oa’ T (Aaq*‘ +oa’ ) +b7 (A" )2 [AF] AF -AL? =0

—n

A equacao (57) pode-se escrever da seguinte forma
2
a, (5/1‘]) +a,0A" +a, =0 (58a)

com
a=[sa"] 6+ [AF] AF
a,=2[sa" }T (Aat" +5at" )+ 202 [AE] AF (58b)

a,=[Aa)" +oa " | (aa)"+o@)" )+ b (4 [AF] AF -AL
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ANEXO II: RESOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES

Neste anexo sdo desenvolvidas as equacdes relacionadas com o sistema de equacdes de

equilibrio relativo a uma iteracdo de uma determinada combinacdo, nas circunstancias

correspondentes a utilizagdo da técnica do arc-length. E considerada uma separagao entre

os graus de liberdade livres (free—indice F) e os graus de liberdade prescritos

(prescribed - indice P). Nestas circunstancias € com base na equacao (23) tem-se

Ky Kpp||0a _ Y, 4 AF SA
Ky Kppllda,| |¥,+6R,] |AF,

Esta equacdo corresponde a iteracdo g da combinagdo 7.

Desenvolvendo (59) obtém-se,

Kpbapr+Kppbap, =Y, +0AAE,
Kppdap +Kppoap, =Y, +0R, +0AAE,

Explicitando da, e OR, resulta

oa, = [KFF ]71 (EF -Kp0a,+ 5/1AEF)
= [KFF ]_1 (EF -Kpoa, ) +o [KFF ]_1 AF .
=da,+ 5/15EF

ORp, =K,p0a, +Kppdap—¥, —0AAF,

Nestas equagdes as Unicas incognitas sdo os deslocamentos iterativos nos

(59)

(60)

(61)

(62)

graus de

liberdade do tipo F', da, , e as reaccdes iterativas nos graus de liberdade do tipo P, 0R,.
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ANEXO III: FICHEIRO DE DADOS - BLOCOS RELATIVOS AO ARC-LENGTH

Na Tabela 3 apresentam-se os pardmetros que podem estar presentes no bloco
<MAIN_PARAMETERS> e que se destinam a activar a técnica do arc-length e alguns
métodos relacionados. Nas tabelas 4, 5 e 6 apresentam-se os diversos pardmetros que ¢
possivel incluir no bloco <ARC LENGTH PARAMETERS> com o objectivo de definir os

dados relativos as diversas técnicas iterativas.

Tabela 3 — Parametros a acrescentar ao bloco <MAIN_PARAMETERS> para activar e configurar a técnica
do arc-length.

ARC LENGTH = Y ;

MAXIMUM NUMBER OF ARC LENGTH COMBINATIONS = 200 ;

Nota: ARC_ LENGTH — quando activada, a técnica do arc-length é introduzida na ultima combinacdo do
ficheiro de dados e mantida até se atingir o MAXIMUM_NUMBER_OF ARC_LENGTH_COMBINATIONS;
MAXIMUM_NUMBER_OF ARC_LENGTH_COMBINATIONS — numero maximo de combina¢des com a

técnica do arc-length (pardmetro n, descrito na Seccdo 6).

Tabela 4 — Bloco <ARC_LENGTH_PARAMETERS>: arc-length com valores por defeito.

<ARC_LENGTH_PARAMETERS>
</ARC_LENGTH_ PARAMETERS>

Default values:
CONSTANT RADIUS = N ;
RADIUS FACTOR = 1.0 ;
LOAD_FACTOR = 1.0 ;
FORCE DISPLACEMENT SCALING FACTOR = 0.0 ;
MOMENT ROTATION SCALING FACTOR = 0.0 ;

Tabela 5 — Bloco <ARC _LENGTH_PARAMETERS>: exemplos de conjunto de parametros.

<ARC_LENGTH_PARAMETERS> <ARC_LENGTH_PARAMETERS>

CONSTANT RADIUS = Y ; CONSTANT RADIUS = N ;

RADIUS FACTOR = 1.1 ; LOAD FACTOR = 1.25 ;
FORCE_DISPLACEMENT SCALING FACTOR = 0.998 ; FORCE_DISPLACEMENT_ SCALING FACTOR = 0.09 ;
MOMENT ROTATION SCALING FACTOR = 0.998 ; MOMENT ROTATION SCALING FACTOR = 0.09 ;
</ARC_LENGTH_ PARAMETERS> </ARC_LENGTH_ PARAMETERS>

Nota: consTANT RADTIUS — quando activada, o escalar AL ¢ mantido constante em todo o processo
incremental/iterativo, sendo o seu valor calculado no primeiro incremento com arc-length (ver a
Secc¢do 2);

RADIUS_FACTOR — pardmetro £ que afecta o escalar AL (ver a Secg@o 5);
LOAD FACTOR — pardmetro & que afecta o vector AF (ver a Secgdo 5);
FORCE_DISPLACEMENT SCALING FACTOR € MOMENT ROTATION SCALING FACTOR — factor de escala b

(ver a equagdo (10)).
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Tabela 6 — Bloco <ARC LENGTH_PARAMETERS>: parametros relativos aos procedimentos
deslocamento controlado num grau de liberdade e deslocamento relativo controlado por dois graus de

liberdade.
<ARC_LENGTH PARAMETERS> <ARC_LENGTH PARAMETERS>
DISPLACEMENT CONTROL = Y ; RELATIVE DISPLACEMENT CONTROL = Y ;
POINT NUMBER = 313 ; POINT A NUMBER = 146 ;
DEGREE_OF FREEDOM = D3 ; POINT B _NUMBER = 171 ;
DISPLACEMENT INCREMENT = 0.0001 ; DEGREE_OF FREEDOM = D3 ;
</ARC_LENGTH PARAMETERS> RELATIVE DISPLACEMENT INCREMENT = -0.0001 ;
</ARC_LENGTH PARAMETERS>

Nota: DISPLACEMENT CONTROL — deslocamento controlado num grau de liberdade (ver a Secgao 3);
POINT NUMBER — ponto nodal da estrutura onde o deslocamento é controlado (ver a equag@o (38));
DEGREE_OF FREEDOM — grau de liberdade controlado (ver a equagdo (38));
DISPLACEMENT INCREMENT — magnitude incremental predefinida Aa, (ver a equagéo (38));
RELATIVE_DISPLACEMENT CONTROL — deslocamento relativo controlado por dois graus de liberdade (ver
a Seccao 4);
POINT A NUMBER € POINT B NUMBER — pontos nodais da estrutura onde o deslocamento relativo vai ser
controlado (ver a equagdo (42));
DEGREE_OF FREEDOM — grau de liberdade controlado (ver a equagdo (42));

RELATIVE DISPLACEMENT INCREMENT — magnitude incremental predefinida Aa;, (ver a

equacdo (42)).
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