CAPITULO 1

INTRODUCAO

No ambito da Engenharia de Estruturas, o Méodo dos Elementos Finitos (MEF) tem
como objectivo a determinacdo do estado de tensdo e de deformacdo de um solido de
geometria arbitraria sujeito a acgdes exteriores. Este tipo de cdculo tem a designacéo
genérica de andlise de estruturas e surge, por exemplo, no estudo de edificios, pontes,
barragens, etc. Quando existe a necessidade de projectar uma estrutura, € habitual
proceder-se a uma sucessdo de analises e modificagdes das suas caracteristicas, com o
objectivo de se acancar uma solucéo satisfatOria, quer em termos economicos, quer na
verificagdo dos pré-requisitos funcionais e regulamentares. As técnicas descritas nesta
publicacéo apenas correspondem a fase de anadlise do comportamento de uma estrutura

Cuja geometria, materiais e acgdes sdo a priori conhecidos.

Nos cursos de Engenharia Civil e de Engenharia Mecanica € tradicional comecar-se por
ensnar a andise de estruturas limitada as vigas, porticos, trelicas e grelhas. As
estruturas deste tipo recebem a designacéo de reticuladas, por serem constituidas por
barras prisméticas cuja seccdo transversal apresenta dimensdes muito inferiores ao
comprimento do seu eixo. As estruturas ndo reticuladas so, em geral, estudadas como
meios continuos (e.g., paredes, lgjes, cascas, solidos). Nas estruturas reticuladas surgem
ja& muitos conceitos que sdo comuns a generalidade das estruturas, tais como o de
equilibrio, compatibilidade, tensdo, deformagéo, relacéo entre tensdo e deformagao, etc.
No ambito das estruturas reticuladas torna-se particularmente simples explicar 0 método
das forcas e 0 método dos deslocamentos, bem como outras técnicas que, em geral, sdo
dificeis de estender aos meios continuos,

Antes do aparecimento do MEF, a andlise dos meios continuos era efectuada por
resolucdo directa dos sistemas de equacdes de derivadas parciais que regem o
fendbmeno, tendo em consideracdo as necesséarias condi¢es fronteira. Para facilitar a
aplicacdo desta técnica a problemas ndo elementares, era comum recorrer a séries de
Fourier [1.1]. Devido a sua complexidade, estes procedimentos sO eram aplicaveis a
meios continuos homogéneos e de geometria simples. Para tentar ultrapassar algumas
destas limitagbes, era frequente a subgtituicdo de derivadas exactas por derivadas
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aproximadas, calculadas com base em grelhas de pontos. Da aplicacdo desta técnica
resulta 0 método das diferencas finitas, que, antes do aparecimento dos computadores,
apresentava o inconveniente de requerer a resolucdo de grandes sistemas de equacoes
lineares. Para evitar este inconveniente foram propostos diversos métodos de relaxacéo
baseados na sucessiva diminuicdo de um conjunto de residuos[1.1]. Devido a
morosidade associada a aplicacdo de qualquer um destes métodos, tornava-se muito
atractiva a substituicdo do problema rea por outro semelhante, de modo a se poder
recorrer a resultados publicados em tabelas ou abacos. Com o grande desenvolvimento
gue o MEF teve na década de 60 [1.2] e com a banalizacgo do recurso ao computador,
passou a ser prética corrente a andlise de estruturas de geometria arbitraria, constituidas
por multiplos materiais e sujeitas a qualquer tipo de carregamento. Este avanco é téo
significativo que 0s outros meétodos, atras referidos, deixaram praticamente de ser
utilizados. Actualmente, 0 seu interesse restringe-se ao de fornecer solugdes teoricas de

problemas simples para validar métodos aproximados.

A formulagcdo do MEF pode ser baseada no método dos deslocamentos, em modelos de
equilibrio, ou em métodos hibridos e mistos[1.3]. De todos estes métodos, aguele que
apresenta uma maior simplicidade e, consequentemente, uma maior versatilidade € o
método dos deslocamentos, sendo este o Unico que € abordado nesta publicacdo.
Associado a0 método dos deslocamentos surgem muitos conceitos que se supde que o
leitor ja domina no @mbito das estruturas reticuladas, como por exemplo as nocdes de
grau de liberdade, deslocamento generalizado, forca generalizada, equilibrio, matriz de
rigidez, vector solicitacdo, assemblagem, introducdo de condicbes de apoio, etc. Nesta
publicacéo, alguns destes conceitos séo de novo abordados, sendo dada particular énfase

a sua generalizag8o aos meios continuos bidimensionais e tridimensionais.

1.1-Tipodeanalise

Quando surge a necessidade de resolver um problema de andlise de uma estrutura, a
primeira questédo que se coloca € a sua classificagdo quanto a geometria, modelo do
material congtituinte e acgdes aplicadas. O modo como o MEF é formulado e aplicado
depende, em parte, das simplificagcdes inerentes a cada tipo de problema. Referem-se em
seguida alguns aspectos que é necessario ter em consideracao na fase que antecede a

andlise de uma estrutura.
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Andlise dindmica ou estética

As accOes sobre as estruturas sGo em geral dindmicas, devendo ser consideradas as
forcas de inércia associadas as aceleragbes a que cada um dos seus componentes fica
sujeito. Por este motivo, seria de esperar que a andlise de uma estrutura teria
obrigatoriamente de ter em consideracdo os efeitos dinamicos. Contudo, em muitas
Stuacbes é razoavel considerar que as accbes sdo aplicadas de um modo
suficientemente lento, tornando desprezaveis as forcas de inércia. Nestes casos a andlise
designa-se estatica. Nesta publicacdo apenas séo considerados problemas em que se

supdem vdlidas as simplificacdes inerentes a uma andlise estética.

Andlise ndo linear ou linear

Na andlise de uma estrutura solida, é habitual considerar que os deslocamentos
provocados pelas accOes exteriores s80 muito pequenos quando comparados com as
dimensbes dos componentes da estrutura. Nestas circunstancias, admite-se que nao
existe influéncia da modificagcéo da geometria da estrutura na distribuicéo dos esforcos e
das tensdes, i.e., todo o0 estudo € feito com base na geometria inicia indeformada. Se

esta hipotese ndo for considerada, a andlise € designada ndo linear geométrica.

E também frequente considerar que, a0 nivel do material que constitui a estrutura, a
relacéo entre tensdes e deformagdes € linear. Nos casos em que esta simplificagdo ndo é
considerada, é necess&rio recorrer a agoritmos especificos de andise néo linear
meaterial.

Nesta publicagdo apenas se aborda o caso da andise linear, quer geométrica, quer
material.

Tipo de estrutura

As estruturas podem ser classificadas quanto a sua geometria como reticuladas,
laminares ou solidas. Estas Ultimas sG0 as mais genéricas, sendo classificadas como
sOlidas as que ndo apresentarem caracteristicas que as permitam engquadrar no grupo das
laminares ou das reticuladas.

As estruturas laminares sd0 as que se desenvolvem para ambos os lados de uma
superficie média, mantendo-se na sua vizinhanca. E o caso de uma lamina cuja
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espessura € muito inferior as restantes dimensdes. Quando a superficie média é plana, a
estrutura laminar pode ser classificada como parede, lge ou casca plana. Uma parede
apenas se encontra sujeita a accoes paralelas ao seu plano médio. Uma laje pode ter
aplicadas forcas perpendiculares ao plano médio e momentos cujo vector esta contido
no plano médio. Uma estrutura laminar plana sujeita a outros tipos de accdes é
designada casca plana. Quando a superficie média ndo € plana, tem-se uma casca

tridimensional.

As estruturas reticuladas sdo as constituidas por barras prisméticas, cujas dimensbes
transversais s8o muito menores do que o comprimento do respectivo eixo. Neste tipo de
estruturas € habitual distinguir os porticos das trelicas, conforme € ou ndo considerada a

compatibilidade de rotacdes nas extremidades de barras adjacentes.

E possivel tratar com grande eficiéncia uma classe de problemas de andlise de estruturas
designados axissimétricos. Estes ocorrem quando a estrutura € um solido de revolucéo e
as accles s0 todas axissimétricas em relacdo ao mesmo eixo. Neste tipo de problemas é
ainda possivel distinguir o caso do solido de revolugdo do caso dalamina de revolucéo.

Sera também tratado como um caso particular a andlise de uma estrutura que consiste
num solido cuja geometria a acgdes se repetem indefinidamente ao longo de um eixo
rectilineo. Trata-se do estado plano de deformacéo, que pode ser estudado com base
numa geometria bidimensional.

1.2 - Fundamentosdo M EF

A formulacéo do MEF requer a existéncia de uma equacéo integral, de modo que sgja
possivel substituir o integral sobre um dominio complexo (de volumeV) por um
somatorio de integrais estendidos a sub dominios de geometria simples (de volume V).
Esta técnica € ilustrada com o seguinte exemplo, que corresponde ao integral de volume

de umafuncgéo f

J'Vde=Z:1:'[Vide (1)
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Em (1) pressupde-se que

V=3V )

Se for possivel calcular todos os integrais estendidos aos sub dominios V;, basta efectuar
0 somatério correspondente a0 segundo membro de (1) para se obter o integral
estendido a todo o dominio. Cada sub dominio V; corresponde a um elemento finito de
geometria simples (e.g., segmento de recta, tridngulo, quadrilatero, tetraedro,
paralelepipedo). O somatério indicado em (1) vai dar origem a operacdo designada
assemblagem, que apresenta muitas semelhangas com a que é efectuada nas estruturas
reticuladas.

A equacdo integral referida no inicio desta seccéo € proveniente da aplicacdo do método
dos residuos pesados ou de um principio variaciona [1.3]. No caso da aplicagcéo do
MEF a andlise de estruturas a formulagdo mais intuitiva € a que se baseia no Principio
dos Trabahos Virtuais (PTV), sendo a Unica que € abordada nesta publicagéo.

1.3 —-Brevehistoriado MEF

Em[1.2] encontra-se uma descricdo detalhada da evolugdo do méodo dos elementos
finitos ao longo do tempo. Em[1.3] € efectuado 0 seu enquadramento com outros
métodos da mesma familia. Apresenta-se em seguida apenas uma breve referéncia as

principais fases do desenvolvimento do MEF.

Na generalidade dos casos, € muito dificil definir a data em que determinado avanco do
conhecimento foi efectuado. No caso particular do MEF, é referido por varios autores
gue a publicacdo mais antiga em que € utilizada a designagcdo “elemento finito” é o
artigo [1.4], que data de 1960 e tem como autor Ray Clough. Anteriormente eram ja
conhecidas algumas técnicas que vieram a ser incorporadas no MEF, sem este aparecer
ainda com as principais caracteristicas que hoje em dia possui. Os grandes passos do
desenvolvimento do MEF, que o conduziram ao formato que actualmente apresenta
maior aceitagcdo, foram dados na década de 60 e inicio da de 70. Inicidmente os
elementos finitos mais comuns eram 0s triangulares e os tetragdricos, passando-se mais

tarde adar preferéncia aos quadrilateros e aos hexaedros.
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Ao contrario de outros métodos que eram utilizados no passado, 0 MEF so tem utilidade
pratica se se dispuser de um computador digital. Este requisito € devido a grande
guantidade de calculos que € necess&rio realizar, nomeadamente na resolucéo de
grandes sistemas de equacOes lineares. Assm se compreende que o répido
desenvolvimento do MEF tenha praticamente coincidido com a generadizacdo da
utilizacdo de computadores nos centros de investigagdo. Com a proliferacdo de
micro-computadores ocorrida no final da década de 80 e na década de 90, o MEF chega

finalmente as méos da generaidade dos projectistas de estruturas.

1.4 - Exemplo de aplicacéo do MEF

Apresenta-se em seguida um exemplo de aplicacdo do MEF, que consiste na andlise de
uma estrutura do tipo consola curta de pequena espessura, sujeita as accoes indicadas na
Figura1.1. Nestas condi¢Oes pode-se admitir que se trata de um meio continuo, sujeito a
um estado plano de tensdo [1.5]. Na Figura 1.1 esta representada a malha utilizada, que
€ congtituida por 92 elementos finitos quadrilateros, sendo cada um destes elementos
definido por 8 nés. Encontram-se também assinalados 0s 10 nos que estéo ligados ao

meio exterior.

Depois de completada a andlise da estrutura pelo MEF, fica-se a conhecer os valores
aproximados dos deslocamentos e das tensdes instaladas. Na Figural.2 esta
representada a malha deformada pela accdo das forcas aplicadas a estrutura. Para
permitir uma melhor visualizagdo dos deslocamentos, estes sGo multiplicados por um
factor de ampliagdo. Como referéncia, € também representada a malha origina
indeformada.

Com o tipo de visualizagdo utilizado na Figural.3 € possivel ter uma percepcdo
imediata dos locais em que as tensdes principais apresentam maiores valores, bem como
da trgectoria das tensbes dentro da estrutura. Neste tipo de representacdo cada
segmento de recta esta orientado segundo uma direccdo principal de tensdo e a sua
grandeza é proporcional ao valor da correspondente tensdo normal. A cor verde indica
gue se trata de umatraccado e a cor vermelha esta associada uma compressao.

Na Figura 1.4, o valor da componente vertical do vector deslocamento € representado,
em cada ponto, por intermédio de uma codificacdo por cores. Consultando a escala
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lateral, fica-se a conhecer a ordem de grandeza do deslocamento vertical em qualquer

ponto da estrutura.

Na Figura 1.5, o tipo de visualizacéo grafica coincide com o da Figura 1.4, tratando-se
também da representacdo de um campo escalar por intermédio de uma codificagdo por
cores. O campo representado na Figura 1.5 é o das tensdes normais ¢, sendo y 0 eixo
vertical. Esta componente do tensor das tensdes € sempre perpendicular a facetas

horizontais.
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Fig. 1.1 - Consola curta: malha de dementos finitos e acgdo exterior.
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Fig. 1.2 - Consola curta: malha deformada representada sobre a estrutura indeformada.
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Consola curta (MN,m,.MPa) 1 - Mesh

0.000000

-7.8%e-05

-0.000158

-0.000237

Fig. 1.4 - Consola curta: campo de deslocamentos verticais.
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Comsola curta (MN,m,MPa) 1 - Mesh
32.47070
27.79469

23.11868

18. 44267

-23.64144

Fig. 1.5 - Consola curta: campo de tensdes hormais segundo um eixo vertical.
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