CAPITULO 3

METODO DOS DESLOCAMENTOS EM TRELICAS E PORTICOS

Com o objectivo de apresentar alguns conceitos como o de assemblagem e introducéo
de condicdes de apoio, faz-se agui uma sucinta descri¢do do método dos deslocamentos

aplicado aandlise de trelicas e porticos tridimensionais.

3.1 - Simbologia

Apresenta-se em primeiro lugar um resumo da simbologia adoptada na formulag&o do
método dos deslocamentos em trelicas e porticos.

Tabela 3.1 - Simbologiarelativa ao método dos deslocamentos em estruturas reticuladas.

g |Referencia gera

a |Referencid auxiliar

I Referencia local

[ Primeiro n6 de uma barra

i |Segundo n6é de umabarra

a |Angulo entre eixos dos referenciais auxiliar e local

Coordenadas de um ponto no referencial geral

Xg
X |Coordenadas de um ponto no referencial local
T

Matriz de transformacéo

a |Dedocamento ou deslocamento generalizado

@ |Rotacéo

F |Forcaou forcageneralizada

M [Momento
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a |Dedocamentos nodais, nos graus de liberdade da estrutura, no referencial geral
ag |Deslocamentos nodais, nos graus de liberdade da barra, no referencial geral
a |Dedocamentos nodais, nos graus de liberdade da barra, no referencial local
K |Matriz derigidez da estrutura no referencial gera
Ky [Matriz derigidez dabarrano referencial geral
K, [Matriz derigidez dabarrano referencial local
F |Forcas nodais equivalentes a accdo exterior, nos graus de liberdade da estrutura,
no referencial geral
Fg |Forcas nodais equivalentes a acgéo exterior, nos graus de liberdade da barra, no
referencial gera
F,  |Forcas nodais equivalentes a acgdo exterior, nos graus de liberdade da barra, no
referencial local
L |indice correspondente aum grau de liberdade n&o prescrito (livre)
P |indice correspondente aum grau de liberdade prescrito
R |Reacgdo num apoio da estrutura
n  |NUmero de graus de liberdade ndo prescritos (livres)
p |NUmero de graus de liberdade prescritos
E |Mddulo de Young de um material
A |Areada seccdo transversal de umabarra
L |Comprimento de umabarra
G [Modulo de distor¢do de um material

Momento de inércia da seccéo transversal de umabarra

Momento de inércia de tor¢cdo da seccéo transversal de umabarra
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3.2 - Referenciais

De acordo com o que foi descrito no Capitulo 2, na formulacdo da matriz de rigidez de
uma barra de eixo rectilineo e de seccdo constante sdo considerados dois referenciais
directos e ortonormados:. o geral (91,02,03) € 0 loca (I1,12,13). O referencial geral é aquele
em que se encontram expressas as coordenadas de todos os nOs que depois sdo
utilizados para definir a posicdo das barras. O referencial local é definido pelos
seguintes eixos: |; € 0 eixo dabarrael, e l3 s80 0s eixos principais centrais de inércia da

seccao transversal dabarra (ver aFigura3.1).

Fig. 3.1 - Barrai j, referencial geral g e referencial local |.

Considera-se habitualmente, sem perda de generalidade, que a barra definida pelos nés i
ej tem o ndi coincidente com a origem dos dois referenciais e 0 N6 j sobre 0 semi-eixo
positivo ;. E também habitual considerar que o nimero do né i € inferior ao niimero do
noj (i <j).

Os eixosl;, el; podem ser trocados entre s, tendo em atencdo que o referencia local
deve ser sempre directo. A troca del, com |3 obriga a trocar entre si os valores dos
momentos de inércia em relagdo al, els. Em qualquer dos casos é necessario definir

criteriosamente o angulo a (ver o Capitulo 2).
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A transformacdo de coordenadas entre os referenciaisg el € efectuada com a seguinte

expressdo em que T € amatriz de transformagao (3x3) definidatambém no Capitulo 2.
l(l = I )_(g (1)

Nesta expressdo, X, S30 as coordenadas de um ponto no referencia g e x, sdo as

coordenadas desse mesmo ponto no referencia |. A equacdo (1) também pode ser
utilizada para transformar as componentes de um vector do referencial g para o

referencid .

3.3- Grausdeliberdade

Num ponto do espaco pertencente a um corpo sujeito a deslocamentos e deformacoes

podem ser considerados seis graus de liberdade (trés de deslocamento e trés de rotacéo).

o)
1

(2)

D I\)% DL m?" o

L Lo PP

Designa-se por deslocamentos generalizados o agrupamento dos trés deslocamentos e

das trés rotagOes num sb vector com seis componentes (ver aFigura 3.2).

Fig. 3.2 - Deslocamentos generalizados.
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No estudo de um pértico 3D séo considerados os seis deslocamentos generalizados em
cada ponto nodal (da barra ou da estrutura). O caso da trelica 3D, em que apenas sa0
considerados trés deslocamentos em cada ponto nodal (as, a, € ag), pode ser adaptado do
portico 3D, bastando eliminar tudo o que diz respeito a rotacdes e momentos. Para se
passar da trelica3D para a trelica2D basta suprimir tudo o que diz respeito a um dos
trés graus de liberdade. Os porticos 2D, grelhas e vigas continuas sdo também

simplificagBes do caso do portico 3D.

Por ser o0 caso mais genérico, de aqui em diante apenas se desenvolve a formulacdo da
barra de portico 3D.

Em correspondéncia com os seis deslocamentos generalizados, sdo consideradas seis

forcas generalizadas (3 forgas e 3 momentos), que se representam na Figura 3.3.

Fig. 3.3 - Forgas generalizadas.

Na Figura 3.4 encontra-se representada uma barra de dois nés (i ej). Em cada né séo
considerados seis graus de liberdade em correspondéncia com os seis deslocamentos

generalizados (2). Assim, o nimero de graus de liberdade da barra é doze.
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Fig. 3.4 - Graus de liberdade da barrai j no referencial local.

Em correspondéncia com os doze graus liberdade representados na Figura 3.4, tém-se

também as forcas e 0s momentos que actuam nas extremidades da barra.

3.4 - Matriz detransformacéo

A matriz detransformacéo T referidaem (1) € umamatriz 3x3 cujos componentes séo

Ty T T
T=Ty Tp Ty 3)
Ty Tp Ty

N
N
N

A transformacdo dos doze deslocamentos generalizados representados na Figura 3.4
pode ser efectuada com a seguinte relacdo, desde que a matriz de transformacéo T

passe a ser umamatriz 12x12 constituida pela repeticdo de (3) quatro vezes.

a = T a
) (22) (129) 4)
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al] [T, T, T,|0 O 0|0 O O[]0 0 Of[a?]
a| [Ty T, Tx|O0 0 0|0 O 0|0 0 O]fa’
a| [Ty T, Tw|0O 0 0|0 0 0|0 0 O0]}al
al |0 0 O[T, T, T,| 0O O 0|0 O oOf|a
aall |0 0 0T, T, T,/0 0 0|0 0 O]f|al
a,l |0 0 0|T, T, T,/ 0 0O 0|0 0 O]f|ag
al|lo o o[0 O O[T, T, T,/0 0 oOf|a® (5)
al, 0 0 0/0 O O|Ty T, T,,/0 0 O}|ag
al 0 0 0/0 O O|T, T, T/ 0O 0 O}ag
a,/l |0 0 o[0 0 0|0 O O[T, T, T.l|lag
a,l] [0 0 0[O0 0 0[O0 O O[T, T, T.|las
a,] |0 0 0[O0 0 0|0 0 0T, T, Ty|al]

3.5- Matrizderigidez e vector solicitacéo

Supondo o caso de uma barra de eixo rectilineo e sec¢do constante, a respectiva matriz
de rigidez no referencial local (K, ), bem como o vector de forgas nodais equivalentes a
diversos tipos de accoes (E| ) podem ser directamente obtidos com base num formulério

de estruturas [3.1] (ver também as Seccdes 3.9 e 3.10). Assim, parte-se do principio que

sedispbe damatriz K, edo vector F,, que serelacionam com a habitual equacéo

K a =F (6)

(12<12) (12x1) (12x1)
sendo a, o vector dos deslocamentos generalizados da barra no referencial local.

As equaces (4) e (5) sdo validas, quer para os deslocamentos generalizados, quer para

as forcas generalizadas, tendo-se também

F =T F ©)

(12x1) (12x12) (12><€_‘JL)

Umavez que amatriz de transformacéo € ortogonal, i.e.

TT=T" ®)
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multiplicam-se ambos os membros de (7) por T ' e obtém-se

F, =T F (9)

(123) (12x12)  (12%1)

Substituindo em (9) a equagéo (6)
(1%1) ) (15'2) (Sll) (10)
resulta
F, =T K a (12)
(12a) (1242) (1242) (124)
Substituindo (4) em (11) chega-se a
F,=T K T a (12)
(1<) (1242) (12x2) (12x12) (12:)
Umavez que arelacdo derigidez da barrano referencial geral é
(1%32) (1%31) ) (Exgl) (13)

Da comparagdo de(12) com (13) conclui-se que a matriz de rigidez da barra de

portico 3D no referencia geral é dada por

_ T
Ke=1T K T (14)

(12xfz) (12x12) (12<12) (12x12)

O vector solicitagéo F , pode ser caculado com a expressao (9).

Depois de serem conhecidos os deslocamentos a,, € possivel calcular as acges nas

extremidades das barras no referencia local, recorrendo a seguinte expressdo, que

resulta da substituicéo de (4) em (10)

FE =K T a

(12x1) (12x12) (12x12) (1271)

(15)
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3.6 - Assemblagem da matriz derigidez global e do vector solicitacao

Depois de calculadas todas as matrizes de rigidez das barras no referencial geral com
recurso a expressao (14), é necessario proceder ao célculo da matriz de rigidez global da
estrutura. Uma operacdo semelhante tem de ser efectuada com os vectores solicitacéo

das diversas barras.

A assemblagem na matriz de rigidez global das matrizes de rigidez das diversas barras é

em seguida apresentada com base no exemplo da Figura 3.5.

1 a
OS> o> 2
—>F —F

Ae%

— F
LI
i

D

&Q@

Fig. 3.5 - Assemblagem num exemplo unidimensional.

A estrutura representada na Figura 3.5 € unidimensional, tem quatro nés (1 a4) e quatro
barras (AaD). Cada barra tem as suas caracteristicas, nomeadamente, 0 modulo de
Young (E), a &rea da seccdo transversal (A) e o comprimento (L). Em cada n6 existe um
unico grau de liberdade. Em correspondéncia com os quatro graus de liberdade existem
guatro deslocamentos nodais(a) e quatro forgas nodais equivalentes a accdo

exterior (F). Cada barratem dois graus de liberdade (um em cada extremidade).

Para cada barra € conhecida a matriz de rigidez (2x2) no referencial geral, cuja

designacéo se simplifica de acordo com

Fh AT

Barra A1 K"=| "™ f:[ph Al"} (16)
K21 K22 %l %2
Fes ke

Barra B: K®=| 152:{::11 :lﬂ (17)
_K21 K22 21 22
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KE KS| [Cy C

Barra C: K®=| % "= Cll Clz} (18)
Ka Kzl [Ca Cyp
K K2| [D, D

Barra D: K°=| M /= Dll Dlz} (19)
Ky Kz] [Pa 2

Atendendo a numeracdo global dos graus de liberdade (1 a4), as matrizes de rigidez das

barras passam a ser
‘A, A, 00
A A, 00
Barra A(1-2): K"= 2
-2} K 0O 0O OO (20)
10 0 0O
0 0 0 O]
0 0
Barra B(2-3): K®= Ba By (21)
0 B, B, O
0 0 0 O]
0 0 0 O]
c |00 0 O
Barra C (3-4): K®= (22)
0 0C, C,
10 0 Cy Cy]
0 0 0 O
0 D, 0 D
Barra D (2-4): K° = . N
(2-4) K 0O 0 0 O (23)
10 D, 0 D,
O vector dos deslocamentos em todos os graus de liberdade da estrutura &
a= (24)

L H P
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a a a
o> 1 o> 2 o> 3 o> 4
B B C C
A A F F F F
2 1 2
F1 F2 1 B C
—> —> q —> —
J— ] ]

Fig. 3.6 - Vectores das forcas nodai s equival entes a acgOes exteriores.

Atendendo a numeracdo global dos graus de liberdade, os vectores das forgcas nodais

equivalentes as accles nas diversas barras sdo (ver a Figura 3.6)

FA

A
a_|F

Barra A(1-2): F"= (25)

Barra B(2-3): F®= (26)

Barra C (3-4): F¢= (27)

Barra D (2-4): FE° 0

(28)

Os vectores e matrizes indicados em (20)-(28) relacionam-se entre si de acordo com as
seguintes equacoes
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K*a=F" (29)
K®a=F"® (30)
K®a=F° (31)
K" a=F° (32)

A soma dos primeiros membros das equagdes (29)-(32) é igua a soma dos seus

segundos membros, resultando

C D

K*a+Ka+Ka+K”a=F'+F®+F°+F° (33

i (34)

I
3|
>
=+
)
[ve]
+
T
+
]

K" + K® + K + K°)a
Umavez que arelacéo de rigidez envolvendo todos os graus de liberdade da estrutura é
Ka=F (35)

conclui-se que

K® + K + K" (36)

[=
I
[~
>
+

F=F"+F +F° +F’ (37)

Adicionando as matrizes (20)-(23) de acordo com (36) chega-se a

A A, 0 0
ﬁ — AZl A22 + Bll + Dll BlZ D12 (38)
0 B21 BZ2 + C:11 C:12
0 D21 C21 C:22 + D22

Adicionando os vectores solicitagdo (25)-(28) de acordo com (37) chegasea
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A
F2A + FlB + FlD
FZB + Flc
cm + F2D

E= (39)

O procedimento de assemblagem agui exposto € generalizavel ap caso em gue existem
seis graus de liberdade em cada nd. Para esse fim, é suficiente considerar que, por

exemplo, C;, em vez de ser um escalar € uma matriz 6x6 contendo os elementos da
matriz K que relacionam os graus de liberdade do né 1 com os graus de liberdade do

no 2.

3.7 - Introducao das condicdes de apoio

O sistema de equacdes (35) ainda ndo pode ser resolvido, porque falta entrar em linha
de conta com as condicbes de apoio da estrutura. Estas condi¢bes fronteira
correspondem a apoios fixos ou assentamentos de apoio. Os apoios fixos podem sempre
ser tratados como assentamentos de apoio de valor nulo. Por este motivo, no

desenvolvimento que se segue apenas sao referidos os assentamentos de apoio.

O sistema de equagdes (35) relaciona forgas e deslocamentos que se encontram no
referencial geral, englobando todos os graus de liberdade da estrutura. Tendo em vistaa
consideracéo das condicdes de apoio, os graus de liberdade da estrutura séo divididos

em dois grupos:
e L - grausde liberdade ndo prescritos (livres)

* P- grausdeliberdade prescritos

Assim, o sistema de equacdes (35) passa ater a seguinte organizacao por blocos

cooe - [epefalE )
KPL KPP ap EP BP
Em (40), a, é o vector que engloba os deslocamentos segundo os graus de liberdade

ndo prescritos e a, engloba os prescritos. O mesmo tipo de subdivisdo é efectuado com

0 vector das forcas nodais equivalentes a accéo exterior (F ). O vector adicional em que
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figura R, contém as reaccBes de apoio, que consistem nas forcas (ainda desconhecidas)

gue fazem com que os deslocamentos em apoios assumam 0s val ores prescritos.

Designando por n 0 nimero de graus de liberdade ndo prescritos e por p 0 nimero de
graus de liberdade prescritos, sdo especificadas na Tabela3.2 as dimensdes das

sub-matrizes que figuram em (40).

Tabela 3.2 - Dimensdes das sub-matrizes presentes em (40).

K., - (nxn)

Ker - (nxp)

KPL - (pxn)

ﬁpp - (pxp)

gL!EL - (nXl)

Q—mEpaBP - (le)

Esta divisdo em sub-matrizes obriga a fazer uma reorganizagéo das linhas e das colunas

damatriz K que figuraem (35), bem como das componentes dos vectores a e F .

Na Tabela 3.3 é apresentado o significado dos elementos das quatro sub-matrizes de K
indicadas em (40).

Tabela 3.3 - Significado dos elementos das sub-matrizes de K indicadas em (40).

Deslocamento unitério Forgas de fixagdo
imposto segundo um num grau de
grau de liberdade: liberdade:
K. Livre Livre
Kp Livre Prescrito
Kn Prescrito Livre
Koo Prescrito Prescrito

No novo sistema de equagbes indicado em (40), as incognitas sdo a, e R,. Os

elementosde K, a,, F, e F, tém valores conhecidos.
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O sistema de equacdes (40) pode ser escrito do seguinte modo
Kia +Kpa = F, (41)
Kea +Kpap = Fp+Rp (42)
A equacdo (41) pode ser rescrita do seguinte modo
Kypa =F -Kpap (43)

Em (43), K,, é uma matriz quadrada, que em geral € ndo singular, a, € o vector das
incognitas e os valores dos vectores e matrizes que estdo no segundo membro sdo
conhecidos. Por este motivo, (43) constitui um sistema de equacdes lineares, que depois

de resolvido fornece os valores dos deslocamentos g, .
A equacdo (42) pode ser rescrita do seguinte modo

Re = Koo a +Kppap —Fp (44)

Uma vez que os deslocamentos a, ja sdo conhecidos, esta expressdo fornece os valores

das reaccdes em graus de liberdade prescritos (R, ).
O modo de introducéo das condicdes de apoio aqui descrito tem as seguintes vantagens:

» na fase do processo que requer um maior volume de célculos e uma grande
guantidade de memdria de armazenamento, i.e., na fase de resolucéo do sistema

de equactes (43), 0 nUmero de equacdes e incognitas € n em vez de ser n+p;

* em comparacdo com 0 método em que € adicionado a diagonal principal de K
um numero elevado, o método agui proposto apresenta menos problemas
numericos, principa mente quando se utilizam métodos iterativos para resolver o

sistema de equagoes.

A principal desvantagem do método aqui proposto € a necessidade de agrupar os
elementos de K em diversas sub-matrizes. Esta nova arrumagdo causa algumas

dificuldades, principalmente quando se utilizam técnicas de armazenamento esparso, em

banda ou em perfil.
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3.8 - Faseamento da andlise de um pértico 3D

Tendo em vista a andlise de uma estrutura do tipo portico 3D pelo método dos

deslocamentos, sugere-se 0 seguinte algoritmo

- Para cada barra:

* Cacular amatriz detransformacdo T (3) e em seguida calcular (5)

» Cadcular amatriz derigidez da barra, no referencial local (K, )

» Calcular amatriz derigidez da barra, no referencial geral (K ) com (14)
* Assemblar (K,) em (K) (ver aSecgéo 3.6)

e Cdcular o vector das forgas nodais equivalentes a accdo exterior na barra, no
referencial local (F,)

» Cacular (F,) com(9)

Assemblar (F ;) em (F ) (ver a Secgéo 3.6)

- Introduzir as condicbes de apoio (ver a Seccdo 3.7)

- Resolver o sistema de equacdes lineares (43), determinando assim os deslocamentos
- Calcular as reaccdes nos apoios com (44)

- Para cada barra:

* Passar os deslocamentos rel ativos a barra corrente do vector a parao vector a,

» Cadcular (F,) com (15)

-Fim

Embora sgja possivel utilizar o procedimento sugerido sem recursos informéticos, € hoje
em dia preferivel implementé-lo por intermédio de um programa de computador. Neste

dominio surgem muitas alternativas, tais como a seleccdo da linguagem de
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programacdo, 0 modo de criar os dados do problema, o0 modo de armazenamento da
informacdo, as técnicas numéricas utilizadas, o0 recurso ou ndo a bibliotecas de

operagoes matriciais, etc.

3.9-Matrizderigidez deumabarradetrelica 3D noreferencial local

Na Figura 3.7 encontra-se representada uma barra de trelica espacial, de eixo rectilineo
e seccdo constante. A sua matriz de rigidez (45), expressa no referencia local |, depende
das seguintes grandezas:

e E- mdbdulo de Young, constante em todos os pontos da barra;

* A- aeadaseccao transversal dabarra, considerada constante;

e L - comprimento da barra.

1]
7 —

1<

Fig. 3.7 - Trelica 3D: graus de liberdade da barrai j no referencial local.

EAL 0 0 -EAIL 0 O

0O 00 0 00O
« =| 0 00 0 o0 )
= T|-EAIL 00 EAL 0 O

0O 00 0 00O

0 00 0 00
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3.10- Matrizderigidez deuma barra de portico 3D no referencial local

Na Figura 3.8 encontra-se representada uma barra de pértico espacial, de eixo rectilineo
e seccdo constante. A sua matriz de rigidez (46)-(50), expressa no referencial local |,
depende das seguintes grandezas.

e E - modulo de Y oung, constante em todos os pontos da barra;

* A- areadaseccdo transversal dabarra, considerada constante;

e L - comprimento dabarra;

e G- modulo dedistorcdo [3.2];

* |, - momento de inércia da seccdo transversal da barraem relacdo ao eixo Iy;

* I3- momento de inércia da seccdo transversal da barraem relacdo ao eixo I3;

* |- momento deinércia de tor¢cdo da seccdo transversal dabarra[3.3] [3.4].

Nota: |, e l3 s80 eixos principais centrais de inércia da seccéo transversal dabarra.

<]

Fig. 3.8 - Portico 3D: graus de liberdade da barraii j no referencial local.

_ KK
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EA/L 0 0 0 0 0
0 12El,/L° 0 0 0 6El, /L’
i~ | 0 0 12EL,/L° 0  -6El,/L® 0
=0 0 0 Gl,/L 0 0
0 0 -6El,/L> 0 4El, /L 0
0 BEl/L 0 0 0 4El,/L |
[—EA/L 0 0 0 0 0 ]
0 -12El,/L° 0 0 0 6El, /L’
i | 0 0 -12E,/L° 0  -6ElL/L? 0
= 0 0 0 -Gl,/L 0 0
0 0 6El, /L 0 2El,/L 0
0 -6ElL/L 0 0 0 2El,/L |
K" = (K:I)T
[EA/L 0 0 0 0 0 |
0 12EL,/L° 0 0 0  -6El/L
i | 0 0 12E1,/L° 0  6El,/L” 0
= 0 0 0 Gl,/)L 0 0
0 0 6El,/L> 0  4El,/L 0
| 0 -6El,/L? 0 0 0 4El,/L |

3.11 - Consider agdesfinais

(47)

(48)

(49)

(50)

Neste capitulo ndo foi considerada a possibilidade da a barra apresentar eixo ndo

rectilineo, nem o facto de a seccéo transversal ser variavel ao longo do eixo da barra.

N&o foi também considerada a contribuic¢éo das tensdes tangenciais para a deformagéo,

habitualmente designada deformagdo por esforco transverso. A inclusdo destas

caracteristicas faz com que a formulacdo apresentada neste capitulo perca a

simplicidade atras evidenciada. Mais adiante serdo apresentadas formulagdes da matriz

de rigidez de uma barra recorrendo a técnicas especificas do Método dos Elementos

Finitos, em particular a formulacgéo de viga de Timoshenko. Com este tipo de elementos

de barra é possivel ter em consideracdo a deformagdo por esforgco transverso, 0 eixo

curvilineo e a seccéo variavel.
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