CAPITULO9

FORCAS NODAIS EQUIVALENTES

Quando um elemento finito se encontra sujeito a accdes exteriores genéricas é
necessario proceder ao céalculo das forgas nodais equivalentes a solicitagcdo exterior.
Exemplos destas solicitagbes sdo as cargas concentradas num ponto do interior do
elemento, as cargas distribuidas em bordos, as cargas distribuidas em faces e as forcas
de volume. Comega-se por apresentar a formulacdo genérica do célculo das forgas
nodais equivalentes, seguindo-se um conjunto de exemplos ilustrativos dos

procedimentos que, em cada caso, se devem adoptar.

9.1 - Simbologia

Apresenta-se em primeiro lugar um resumo da simbologia adoptada no estudo das
forcas nodais equivalentes a accOes exteriores.

Tabela 9.1 - Simbologiarelativa as forgas nodai s equival entes a accdes exteriores.

X Coordenada cartesiana

P Ponto onde actua uma carga concentrada

L Arco onde actua uma carga distribuida por unidade de comprimento

Superficie onde actua uma carga distribuida por unidade de superficie

S
Vv Volume onde actua uma carga distribuida por unidade de volume
Q

Carga concentrada

p Cargadistribuida por unidade de comprimento

q Cargadistribuida por unidade de superficie

b Carga distribuida por unidade de volume

£ Extensdo
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1% Distorcéo

o Tensdo normal

r Tensdo tangencial

u Campo de deslocamentos

a Deslocamento nodal

B Matriz de deformacéo

D Matriz de elasticidade (g =D &)

C Elemento da matriz de elasticidade (D)

E Mddulo de elasticidade ou médulo de Y oung

Vv Coeficiente de Poisson

N Funcéo interpoladora ou fungdo de forma

K Matriz de rigidez do elemento finito no referencial geral

F Forcas nodais equivalentes a acgdo exterior, nos graus de liberdade do
elemento finito, no referencial geral

S Coordenadalocal (curvilinea)

X Coordenada cartesiana de um né de um elemento finito

S Coordenada local de um n6 de um elemento finito

p Valor nodal da carga distribuida por unidade de comprimento

Ny  [Vector das funcgdes interpoladoras ou fungdes de forma

T Matriz de transformacéo

A Versor

J Jacobiano da transformacéo

P Massa especifica do material

g Aceleracdo da gravidade
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h Espessura do elemento finito laminar

=]

Espessura do elemento finito num né

9.2 - Expressfes genéricas das for cas nodais equivalentes

Na Figura 9.1 encontra-se representado um corpo tridimensional sujeito a diversos tipos

de accles exteriores.

Fig. 9.1 - Corpo sujeito a diversos tipos de acgdes exteriores.

Os tipos de acgdes indicados na Figura 9.1 s&0 0s seguintes:

«  Forcageneralizada Q(x) concentrada no ponto P. As componentes de Q(x) séo

trés forcas e trés momentos.

* Acgdo distribuida por unidade de comprimento p Q() . Esta carga actua ao longo

da linhal, que se encontra definida no espaco e trés dimensbes. As

componentes de E(l() sdo trés forcas por unidade de comprimento e trés

momentos por unidade de comprimento.

« Acggo distribuida por unidade de superficie g(x). Esta carga actua na

superficieS, que se encontra definida no espago e trés dimensdes. As

componentes de ¢ (g() sdo trés forgas por unidade de superficie e trés momentos

por unidade de superficie.
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* Forca de volume p(g(). Esta carga actua num volumeV, que pode ser apenas
uma parte do volume total do corpo. As componentes de p(g() sd0 trés forgas

por unidade de volume. Em problemas esté&icos ndo sdo consideradas as

componentes de momento por unidade de volume.

Todos os tipos de acches atras referidos sdo definidos como funcdes das coordenadas

cartesianas

X = (X%, %) 1)

Na Figura 9.1 apenas foi indicado um exemplo de cada tipo de carga. Nas aplicacdes do
MEF é habitual existirem diversos exemplares de cada tipo de carga, e.g., varias cargas
concentradas em diferentes pontos do corpo, vérias cargas distribuidas em distintas

Zonas, €etc.

De acordo com o que foi exposto no Capitulo4, o principio dos trabahos
virtuais (PTV) estabelece que

Trabalho Interno = Trabalho Externo (2

Considerando todos os tipos de ac¢fes indicados na Figura 9.1 tem-se

_ T T T T
_ZQ:JQ 9+Zp:IL5g EdL+Zq:I35g 9dS+Zb:IV59 bdVv

jvaengv =
3)

Na exposicdo gque se segue, ndo sdo consideradas as rotacdes nem os momentos. Assim,

as componentes das diversas grandezas vectoriais que figuram em (3) sdo

6] o
& 0,

e=| 2| o=| 7 4
Va3 In
Va Iy
Zry L 712 |
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U Q P 0 by
u=|u,; Q=|Q|; P=|P,|; 9=|G|; b=|b (5
U Q, Ps Os b,

Na formulagdo do MEF (ver o Capitulo 6), o campo de deformacdes € interpolado a

partir dos deslocamentos nodai s com a seguinte expressao
£=Ba (6)

Quando esta equacdo se refere aos deslocamentos virtuais e correspondentes

deformacgbes, também virtuais, tem-se
0e=BJda (7)
gue é equivalente a
og' =0a B’ (8)

No caso geral tridimensional e em materiais isotropicos, a relagdo entre tensdes e
deformagdes € a seguinte [9.1]

o] [Cc, C, C, 0 0 0]fg
o, |c, ¢, c, 0 0 0llsg
o,|_|c; c, ¢ 0 0 0l -
.| 7lo 0 0 cC 0 0l
.l o 0 0 0 c 0lly
] [0 0 0 0 0 CllW
sendo
_ E(@-v)
o@+v)(@-2v)
Ev

C=—r—rnvu—

2 = () -2v) (10

c._E

° 2(1+|/)
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ou de um modo mais compacto
g=De¢ (11)

A matriz de éasticidade D depende do médulo de Young (E) e do coeficiente de
Poisson (V).

Substituindo (6) em (11) resulta

c=DBa 12)

Naformulacdo do MEF (ver o Capitulo 6), considera-se que a interpolacdo do campo de

deslocamentos a partir dos deslocamentos nodais é efectuada com a seguinte expressao
u=Na (13)
A equacdo (13) referida a deformagdo virtual € a seguinte
du=NJda (14)
gue € equivalente a
ou’ =da N’ (15)
Substituindo todas estas equagdes em (3) passa ater-se 0 PTV expresso por

[ oa'B'DBadv=
N

T T T T
Ja 9+Zp:jL5_u pdL + (16)

Uma vez que dV=dx;dx,dxs e os deslocamentos nodais ndo dependem das

Varidveis x,, X, e Xs, 0s vectores da' e a podem passar paraforadosintegrais
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T T T
N'Q + Ja Zp:jLu pdL + an

De acordo com oPTV, a equacdo (17) é verdadeira para qualquer conjunto de

deslocamentos virtuais, concluindo-se assim que

[,B'DBdV a=
N'Q+Y [ N'pdL+3 [ N'gds+> [ N'bdv (18)
p q b

oM

Comparando esta equacdo com a relacdo de rigidez que é utilizada no método dos

deslocamentos

tem-se, para o caso gera indicado naFigura 9.1
(20)

=
I
C——y
<
os]
_|
lw]
os]
o
<

E=)E +3 E"+3 E'+3F’ 1)
Q p q b

E®=N'Q (22)
F’=[ N'pdL (23)
Fi=[ N'gds (24)
F?=[ N'bdv (25)
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Exceptuando casos particulares, ndo se consegue uma precisdo aceitdvel quando se
discretiza um corpo com um unico elemento finito. Por este motivo, deve-se considerar
gue as expressdes (18)-(25) se referem a um elemento finito e que depois se procede a
habitual assemblagem da matriz de rigidez global e do vector solicitagdo global (ver o
Capitulo 8).

9.3 - For ¢a concentrada num ponto interior

O célculo das forgas nodais equivalentes a uma ac¢do concentrada num ponto interior
ao elemento finito € exemplificado com um elemento de quatro nés para estados planos

de tensdo (ver aFigura9.2).

X2

ag2 Uz (X1, X2)
\ Lo e
as Uy (X1, X2)
®
/

a \
%5 a Ponto P=(X,,,%s,)

1

@ Ponto P=(S,,,S-,)

X1

Fig. 9.2 - Elemento finito de quatro nés com uma for¢a concentrado num ponto interior.

De acordo com os graus de liberdade indicados na Figura9.2, s80 os seguintes os

vectores dos deslocamentos nodais e das correspondentes forcas nodais.
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ail Fll
3 R
aZl F21
a22 F22
a=|— F== 26
B aSl F31 ( )
& Fe
ay Fu
_a42 L F42_
No ponto P encontra-se aplicada uma forca exterior com as seguintes componentes
Ql}
= 27
Q |:Q2 (27)
As coordenadas locais do ponto P sdo
(s.8) = (51.55) (28)
As fungdes de forma do elemento finito sdo as seguintes (ver o Capitulo 6)
N,(s.s)=[-5){-s)/4
N,(s.s)=(+s)(1-5s)/4
(29)
N,(5.5) = (1+5) (s, /4
N,(s.s)=(-5)@+s)/4

As forgas nodais equivalentes a carga concentradaQ sdo calculadas com a

expressdo (22), sendo a matriz N constituida pelas funcdes de forma (29) avaliadas no
ponto (28).

N, = (1_§Pl) (1_§P2)/4
N, = (1+§Pl) (1_§P2)/4 30
N, = (1+5,) (1+5,)/4 >
N, = (1_§P1) (1+ §Pz)/4

De todas estas consideracoes resulta a seguinte expressdo para o cdculo das forcas

nodai's equivalentes aforga Q
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Fe] [N, ©

F2 0 N,

F? N, O
FQ: FZS — 8 Nz |:Q1:| (31)
- F2 N, 0]|Q

FS 0 N,

F4? N4 0

F3] [0 N

A expressdo (31) € facilmente avaliada desde que se conhegam as coordenadas locais
(s1, s2) do ponto P. Contudo, na generalidade dos casos préticos o ponto P € definido
pelas suas coordenadas cartesianas (xi, Xp). Esta questdo requer uma operacdo
preliminar, que consiste em calcular as coordenadas locais do ponto P a partir das suas
coordenadas cartesianas. Este calculo é efectuado com base na interpolacdo das
coordenadas cartesianas, que foi apresentada no Capitulo 6, e que em seguida se

reproduz

% (s.5,) = Ny(s,8,) %, + N, (s,,S,) % + Ny (s,,5,) %y + N, (s,5,) X,
(32)

%, (s,5) = Ny (s,5) %, # N, (s,5,) X + N3 (8,5) %, + N, (51,5,) X,

Em(32), X; representa a coordenada cartesiana do noi segundo a direcgdo X

Substituindo em (32) x; ex; pelas coordenadas cartesianas do ponto P eN; pelas
funcBes de forma (29), resulta um sistema de duas equacfes ndo lineares com duas

incognitas (s; €Sy).

1(1—%)(1—82) Xyt %(1_51)(1"'52) Xy = %y = 0

4
(33)
1 = 1 o -
Z(l_sl)(l_sz) Xp +oe t Z(l_sl)(l"'sz) Xpp = Xpp = 0
gue, de um modo mais compacto, se pode escrever da seguinte forma
filss) =0
(34)
f.(s.s) =0
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Este sistema de equacBes ndo lineares deve, em geral, ser resolvido por um método

iterativo (e.g., método de Newton). A sua solucdo corresponde as coordenadas locais do

ponto P (S:,.5:,)-

9.4 - Cargadistribuida por unidade de comprimento

Na Figura9.3 encontra-se representado o elemento finito de oito ndés da familia
serendipity, que, neste caso, se destina a discretizacdo de estados planos de tensdo. Num

dos bordos existe uma carga distribuida por unidade de comprimento p ()_() )

X1

Fig. 9.3 - Elemento finito de oito nés com uma carga distribuida por unidade de comprimento.

As functes de forma do elemento de oito nos sdo as seguintes

N,(s,s)=(-5)(1-s)(-1-5-5,)/4

N,(s.5) = [L-52) (1-s,) /2
Ns(s,s)=(1+s)(1-5s,)(-1+s-5)/4
N,(s,s)=(1+s)(-<)/2 (35)
Ns(s,s)=(1+s)(1+s)(-1+5+s))/4

No(s.s) = (L-) (1+s,) /2
N,(s.5)=(1-5)@1+s)(-1-5+s,)/4
No(s.8)=01-5)(1-5)/2
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As interpolacdes das grandezas correspondentes ao bordo carregado sdo efectuadas com

as seguintes funcbes de forma, que se obtém substituindo s, por -1 em (35). Note-se

ainda que em todos os pontos do dominio de integracéo do integral (23) a variavel s,

assume o vaor -1.

+ N,

L
~
N

N, (s)=(
Nz (%) =1-
N,(s)= (¢
N,(s)=0
Ns(s)=0
Ne(s)=0
N,(s)=0
Ng(s)=0

|

2

—
N

(36)

Estas fungdes de forma coincidem com as que foram obtidas no Capitulo 4 para o

elemento unidimensional de trés nos.

Na Figura 9.4 esta representado o el xo tangente ao bordo (x'l), bem como o eixo normal

ao bordo (x’z). O eixo tangente ao bordo segue a numeracdo local dos nos. O eixo X,

formacom x; um referencia directo.

X2

(s1=0)
Q il /,(81=1)
@ = @

\Sl

X1

Fig. 9.4 - Bordo de trés nds com uma carga distribuida por unidade de comprimento.
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A carga distribuida E(xl,xz) € decomposta nas suas componentes tangencial ( P, ) e
normal ( p,). Numa andlise por elementos finitos s3o habitualmente conhecidos os

valores nodais das componentes tangencial e normal da carga distribuida, que se
designam por p;, i.e., valor da carga distribuida no nd i, segundo a direcgdo x; . Todas

as grandezas relativas as cargas distribuidas sdo forgas por unidade de comprimento de

arco.

A interpolacdo das componentes tangencial e normal da carga distribuida a partir dos
correspondentes valores nodais é efectuada da forma habitual, recorrendo as fungdes de
forma (36)

(37)
p,(s) = Ni(s) P, +N,(s) p,, + Ny (s) P,
ou
i —= = —= Iql
[ p1:| - { p11 p21 p31:| Nz (38)
p'2 F_le F_)22 F_)32 NS
p=p" N, (39)

Designando por T a matriz de transformagéo do referencial (x,,x,) para o referencial

(%.%,), tem-se

p=1p (40)
earelacdo inversa
p=T'p (42)
Substituindo (39) em (41) chega-se a
p=T"p "N, (42)
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A primeira linha da matriz de transformacéo T utilizada em (40) € constituida pelo

versor A, easegundapelo versor A, (ver aFigura9.5).

X2

X1

Fig. 9.5 - Referencial tangente ao bordo.

O versor N, obtém-se com a seguinte expressdo

Lo L(dx dx
E J(dsl’dslj “3)

ds’'ds

- &)
ds ds

O versor f, éortogonal a N, e formacom A, um referencial directo, sendo a seguinte a

sendo J anorma do vector (d—xl d ij

Sua expressao

L1 dx dx
k J{ dsl'dslj )

Os elementos da matriz de transformagdo T sd0 0s seguintes
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dx dx,
_1| ds ds
I_j_dxz d_Xl (46)
ds ds

Os elementos da matrizT sdo calculados com base na seguinte interpolacdo das

coordenadas de um ponto genérico do arco L.

x(s) = N,(s) %, + N, (s)
(47)

XQ(S.L) = NJ.(S.L) %, +N, (S.L) X2+ N; (51) X3

Nesta expressdo N, s30 as fungdes de forma associadas aos nés do arco (36) e X;

representa a coordenada cartesiana do no i segundo a direcgéo X. Derivando ambos os

membros em ordem as; chega-se a

dx _dN, _ dN,_ . dN, _
= + +
d% dS_L 1 dS_L X21 d% X31
d dN, dN, dN, )
_X2: N, ¢ + 2 % _+ N, o
ds dslxlz ds X2 ds X3
As derivadas em ordem a s, das fungdes de forma (36) sdo
aN, _ 1
ds 3 2
dN,
=-2
is -2 (49)
d_3:3_+1
ds 2

Para calcular as forcas nodais equivalentes a carga distribuida no bordo deve-se utilizar

aexpressao (23), que em seguida se reproduz

F’=[ N'pdL (50)
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Para facilitar o recurso a quadratura de Gauss (ver o Capitulo 5), deve ser efectuada a

seguinte mudanca de variavel

+1 dL
Br=] NTp o ds (51)

De acordo com a Figura 9.5, verifica-se que

dL = /(d%)’+ (dx,)’ (52)

Atendendo a (47), tem-se

(53)

dx
dx, =—2d

Substituindo (53) em (52), chega-se a

dL _ [(dx ) (dx) (54)
ds ds ds

Comparando (54) com (44), conclui-se que

dL _
ds J (55)
eaexpressao (51) passaa ser
EP=["N"pJds (56)
Substituindo (42) em (56), obtém-se
EP=[N"T"p'N,Jds (57)

Uma vez que em todo o dominio de integracdo se verifica ser s, =-1, na matriz N
devem ser utilizadas as fungdes de forma (36).
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Considerando todas as expressoes ja deduzidas, o vector das forcas nodais equival entes

acargadistribuidaindicada nas Figuras 9.3 € 9.4 é o seguinte

N, 0
0 N,
N, O
0 N, . dx _dx N
+H| —
Er=[|N, 0|5 32 32 {E}l T pﬂ N, [Jds (58)
(16x1) 0 N —= p12 pzz p32 N.
3 dsl dq 3
0O O
_0 0_
gue se simplifica para
_Fllp_ _Nl O_
Fp 0 N,
Fp N, O
= [ld dx NI
FZ; “ 9 N2 ﬁ _dS-IZ_ F_)’ pr ﬁl Nl
2= N Ollax, dx L—)}l ;—)'21 ﬁﬂ N | ds 9
= 0 N — 12 22 24| N
32 3 dsl dsl 3
0 0O O
| 0 | 0 0]

No vector F * apenas as seis primeiras componentes sdo néo nulas, i.e., nosnés1, 2 e3
(ver a Figura9.3) existem forgas nodais equivalentes, enquanto que nos restantes cinco

nos a contribuicdo da carga distribuida é nula.
O integral (59) pode ser calculado recorrendo a quadratura de Gauss (ver o Capitulo 5).

Todos os componentes da fungdo integranda de (59) sdo fungdes de s; ou sdo constantes

de valor conhecido, como € o caso damatriz p .
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9.5 - Cargadistribuida por unidade de superficie

O cédlculo das forcas nodais equivalentes a uma carga distribuida por unidade de
superficie é efectuado com a expressdo (24). Este tipo de cargas s6 tem interesse pratico
em elementos de lge, elementos de casca e faces de elementos sdlidos (bricks). O

processo de cdlculo de F? é semelhante a0 apresentado na Seccfo 9.4, sendo

necessario adapté-1o as caracteristicas dos referidos elementos. O dominio de integracéo

passa a ser uma superficie.

9.6 - Carga distribuida por unidade de volume

Este tipo de ac¢do € devido a presenca de forcas de volumeb ( x). Estas forgas estdo
presentes sempre que 0 Corpo Se encontra sujeito a uma aceleracdo. O caso mais comum

€ 0 da acel eracdo da gravidade que se define do seguinte modo
b=pg (60)

Nesta expressdo, p € a massa especifica do material e g € a aceleragdo da gravidade.

No caso mais comum, i.e., supondo gque 0 eiXo X3 € vertical e orientado para cima, que a
aceleracdo da gravidade actua segundo x3 € € negativa e que se utilizam as unidades do

Sistemalnternacional ( 9 ), tem-se

b 0
b,|=p| O (61)
b, -9.81

Em (61), a aceleracdo dagravidade foi consideradaigual a —9.81 m/ s .

Asunidades de b e de p devem ser as seguintes:
« bemN/m*epemkg/m?® ou
« bemkN/m*epemt/m® ou

« bemMN/m’epemkt/m’.

Ao definir o peso préprio deste modo, é facilitada a sua combinagdo com outras

componentes da aceleracao g .
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Se a Unica forca de volume for a devida ao peso proprio, entdo pode-se atribuir a o o

valor do peso especifico do material e considerar g =(0,0,-1). Deste modo fica

facilitada a preparacdo dos dados de uma andlise por elementos finitos em que é

utilizado um sistema de unidades distinto do S.

As forcas nodais equivalentes as forcas de volume sdo calculadas com a expressao (25),

gue em seguida se reproduz

E*=[ N

len

dv (62)

Na Figura9.6 encontra-se representado um elemento finito de quatro nés destinado a

discretizagdo de estados planos de tensdo.
X Az Uz (X1 , X2)
- % aa1 %@9
au @ Ur (X1, Xo)
S /
/

X1

Fig. 9.6 - Elemento finito de quatro nos sujeito a forgas de volume.

No elemento representado na Figura9.6 actuam forcas de volumeb (x), cujas

componentes sao

H

No caso do estado plano de tensdo, o integral (62) passaa

F’=[ N'bhds (64)
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Nesta expresdo, h corresponde a espessura do elemento finito, que pode eventualmente
ser ndo constante. A sua interpolacdo a partir das espessuras nos nés (ﬁ) € efectuada

com a seguinte expressao (ver o Capitulo 6)

h(s.s,)=N,(s,s,) b +N,(s,s,) h,+ Ny (s, s,) h,+N,(s.,s,) b, (65)

De um modo semelhante ao que foi efectuado no Capitulo 6 para a matriz de rigidez,

deve ser efectuada em (64) a seguinte mudanca de variavel
+1+1
F°=[[N'bhJdsds, (66)
-1-1

Nesta expressao, J € o determinante Jacobiano definido no Capitulo 6.

Uma vez queN é a matriz que relaciona os deslocamentos nodais com o campo de

deslocamentos (g =N g) (ver o Capitulo 6), chega-se a seguinte expresséo final

Fy N, O]
F 0 N,
Fp N, O
F b +1 +1 0 N2 bl
1| P RS
Fa 0 N,
Fo N, O
24 |0 N,

Nesta expressdo, 0s componentes da funcdo integranda séo funcbes des; €s,, ou S0

constantes.

O integral (67) pode ser calculado recorrendo a quadratura de Gauss (ver o Capitulo 5).

9.7 - Consideracgbesfinais

As deducbes relativas a casos particulares, que foram apresentadas neste capitulo,
podem ser facilmente adaptadas a outros casos, tais como elementos finitos com mais

nos, outros tipos de elementos finitos, meios com rotagtes e momentos, etc.
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