CAPITULO 10

SOLIDOS, ESTADO PLANO DE DEFORMACAO E AXISSIMETRIA

Neste capitulo sdo descritas agumas particularidades dos elementos solidos
tridimensionais, do estado plano de deformacéo e do estado axissimétrico. Pressupbe-se

gue j& é conhecida com detalhe a formulacdo descrita no Capitulo 6.

10.1 - Simbologia

Apresenta-se em primeiro lugar um resumo da simbol ogia adoptada neste capitul o.

Tabela 10.1 - Simbologia relativa ao método dos elementos finitos.

m NuUmero de direcgdes consideradas (no caso tridimensiona: m = 3)

n NUmero de nés do e emento finito

p NuUmero de graus de liberdade do elemento finito (p = nx m)

X Coordenada cartesiana

u Campo de deslocamentos

a Deslocamento nodal

F Forcas nodais equivalentes a acgdo exterior, nos graus de liberdade do

elemento finito, no referencial geral

K Matriz de rigidez do elemento finito no referencial geral

Coordenada cartesiana de um n6é de um elemento finito

b

S Coordenadalocal (curvilinea)

Coordenadalocal de um né de um e emento finito

(%]

Funcéo interpoladora ou funcdo de forma

<| 2

Vector contendo os factores ndo constantes de um polinémio
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Ny Vector das fungdes interpol adoras ou funcdes de forma

B Matriz de deformacéo

D Matriz de elasticidade (g = D ¢)

V Volume

J Jacobiano da transformacéo

£ Extensdo

y Distor¢éo

o Tensdo normal

r Tensdo tangencial

C Elemento da matriz de elasticidade (D)

E Modulo de elasticidade ou médulo de Y oung

% Coeficiente de Poisson

q NuUmero de componentes do vector £ e do vector o

L Operador diferencial

h Espessura do elemento finito laminar

Q Carga concentrada

p Cargadistribuida por unidade de comprimento
(2] Angulo; direccio circunferencial

P Perimetro

S Superficie

10.2 - Elementos solidos tridimensionais (bricks)

No desenvolvimento de elementos solidos do tipo brick é considerada uma formulagdo
genérica com trés graus de liberdade do tipo deslocamento. A exposicdo aqui
apresentada baseia-se num elemento finito solido com oito nés (ver a Figura10.1). O

numero de graus de liberdade deste elemento ép =8 x 3 = 24.
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Uz (X1, X2, X3)

%
U (X1, X2 , X3)

Us (X1, X2 , X3)
X1

Fig. 10.1 - Elemento finito solido de oito nbs com geometria arbitraria.

Os vectores dos deslocamentos nodais e das forcas nodais equivalentes as accoes

exteriores sdo 0s seguintes.

a, Fu
a, Fo
& Fa
3, Fx
E
a = 3, E = 2 (1)
(px1) % (px1) E
A Foy
A, Fs
| g | | Fes |

A matriz derigidez do elemento ( K ) éumamatriz px p = 24 x 24.

No referencial geral, a matriz das coordenadas cartesianas dos nos do elemento é a

seguinte

Xll )_(12 Xl3
X =l : @
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Pelos motivos referidos no Capitulo 6, € conveniente fazer a seguinte substituicdo de

variaveis

x - x(s.s.s)
X, - %(s.s.s) €)
X - %(s.s.s)

Na Figura 10.2 encontra-se indicado o sistema de coordenadas locais, bem como o novo
dominio de integracéo.

s O[-1,+1]
s, U[-1,+1]
s, O[-1,+1]

Fig. 10.2 - Sistema de coordenadas locais.

Os valores nodais das coordenadas s;, S, € S3 S80 0S seguintes

_511 S §13_ -1 -1 1]
Sy S» Sy +1 -1 -1
Su S» Sp +1 +1 -1

s = §41 §42 f43 - -1 +1 -1 4)
(nxm) S S S -1 -1 +1
S1 S Sw +1 -1 +1
Sy S, Ss| |+1 +1 +1
S S S -1 +1 +1

Umavez que o elemento é dafamilia Lagrangeana, as fungdes de forma sdo
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N,(s.s,,8)=(1-5)(-s)@-s)/8
N,(s.s,.8)=(1+s)(1-s,)(-s)/8
Ny(s.s,.8) = [1+s)(1+s) (1-5,)/8
N,(s.s,.8)=(1-5)(1+s,)(-s)/8 -
N(s.s,.8)=[1-5)([1-s)(1+s,)/8
Ne(s.s,.s) = (1+5)(1-5) (1+s;)/8
N,(s.s,.8)=(1+s)(1+s,)(1+s)/8
Ng(s.s,.8)=(1-5) [1+s) (L+s,)/8

No caso da determinacdo das funcdes de forma com o procedimento genérico descrito
no Capitulo 7, € necessario seleccionar oito termos na pirdamide de Pascal que se

encontra representada na Figura 10.3.

Fig. 10.3 - Piramide de Pascal.

Os termos sel eccionados sdo agrupados no vector V, que €, neste caso, 0 seguinte
v=(1,8.,5,5,85,5%,58%,55%) (6)
Nota: o termo de terceiro grau ndo se encontra representado na Figura 10.3.

O procedimento para a determinacdo das fungdes de forma é semelhante ao que foi

descrito no Capitulo 7.

A interpolacéo das coordenadas cartesianas € efectuada com a seguinte expressao
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X Xp X o %1
X | = | X2 Xp 0 X . (7)
X3 Xz Xz 0 Xg N

8

que corresponde a

X =

I

o ®

(mx1)  (mxn) (<)

De acordo com o que foi apresentado no Capitulo 9, a matriz de rigidez do elemento

finito é calculada com a expressdo genérica

_ T
K=[ B'DBdV ©)
Apbs a substituicdo de variaveis (3) passa ater-se

+1+1+1
K = B'DBJ dsds,ds, (10)
_l_ -

1-1

No caso tridimensional a matriz Jacobiana J € a seguinte

ox 0% 0X

0s 0s, 0s

0X, 0X, O0X

J: 2 2
1=|3¢ 35 7% (11)

0X, 0X 0X%

| 0s 0s, 0sy]

e 0 determinante Jacobiano é

J=]J] (12)

No caso dos materiais isotrOpicos, € a seguinte a relacdo entre tensdes e

deformagdes [10.1]
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o] [c, C, C, 0 0 0]fg
o, |c, ¢, c, 0 0 0]l
o,|_|c; c, ¢ 0 0 0fle -
.| 1o 0 0 c 0 0
.| o 0o 0 0 c 0l
7, [0 0 0 0 0 CllW
sendo
___EQ-v)
o@+v)(@-2v)
Ev

C=r—rvu—

2 = () -2v) (14)

c__E

: 2(1+|/)

Em (13) o numero de componentes de g e £(q) € 6, podendo escrever-se de um modo

mai s compacto

g =D ¢ (15)

(<) (axa) (@)

A matriz de elasticidade D depende do modulo de Young (E) e do coeficiente de

Poisson (V).

A matriz Jacobiana obtém-se com a seguinte expressdo, que resulta da derivacéo de (7)

emordemas;, e

_axl aX1 axl_ %I;l 6621 %I:sl
08 0s, 0s, Xy Xy X1 | | 0 N, 9N, 0N,
0%, 0% 0% | _|_ <
Xp %y X2 aSl 6% 653 (16)
asl aSZ 653 E X . _X83 . : .
0% 0% 0x = ON, ON, 0N,
|08 0s, 0S| | ds, s, 0s,

De um modo mais compacto, tem-se
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ON

J = XT -
= = 0s (17)

(mxm) (mxn) (nxm)

Os elementos damatriz d N/d s sd0 as derivadas de (5) em ordem as,, s; € Ss.

No caso geral tridimensional, a relacéo entre o campo dos deslocamentos e 0 campo das

deformagtes € [10.1]
9 9 0
0%
0
[ e ] O — O
& ax,
E
; 0 o0 ai U,
*|= 5 3 |w (18)
Vas 0o — u
Var 0%, 00X, |L73
ol 1o g 2
i 0%, 0%
09
(0% 0% ]
ou, de modo mais compacto
=1L u
(@x1)  (axm) (m=a) (19)
A interpolacéo do campo de deslocamentos é ef ectuada com
o
ap
S5
Ay
u N, 0 O|IN, O O N, O O
u|[=/0 N, 0|0 N, O 0N80a22 (20)
w| |0 o NJO 0 N, 0 0 N2
g,
g,
| 863

ou
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(mx1)

Substituindo (21) em (19), chega-se a

e¢=1L N a
(ax1)  (axm) (mxp) (px1)
sendo
B=L N
(axp)  (axm) (mxp)
9 5 0
0%
0 0 0
0 X,
0 0 ai N, 0 0[N, 0 0 N, 0 0
B= o 3llo N 0|0 N, 0 0 N, O
a_x3 9%, 0 0 N,|O O N, 0O 0O N
9 5 9
0% 0%
9 9
10X, 0X |
oN, 0 0 oON, 0 0 0 Ng 0 0
0% 0% 0%
0 oN, 0 0 oN, 0 0 0 Ng 0
0 X, 0%, 0%,
0 0 oN, 0 0 oON, 0 0 0 Ng
B = 0 X, 0 X, 0 X,
= 0 ON, J0N,; 0 ON, ON, 0 ONg 9N
0%, 0X, 0%, 00X, 0%, 00X,
oN, 0 ON; | ON, 0 oON, 0N 0 0N,
0 X%, ox | 00X 0% 0 X, 0%
ON, ON, ON, 0N, 0 ONg ONg
| 0%, 00X 0X, 0X 0X, O0X

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

Os elementos da matriz B obtém-se com a seguinte expressao, que € uma generalizacéo

do que foi exposto no Capitulo 6
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[ON, 0N, 9dN,| [dN, 9dN, AN,] fax, ax x|
ox, 0X, 0X 0s, 0s, 0s

0 0 o)
ON, aN, aN, ON, 0N, 0N, 02 aZ 02

a.xi a.XZ a.XS ) a.sl 6§2 6§3 ds, 0s, 0s; (26)
N, oN, ON,| |dN, oN, oN,||[9% 9% 0X
(0x, 0%, 9% | |0s 9ds 0s | L9S 9S 0]
Em notacdo matricial tem-se
a_N:a_N J_l
dx ds (27)

(nxm)  (nxm) (mxm)

Uma vez que todos os componentes da funcdo integranda de (10) se encontram
definidos em fungdo de s;, S, €3, j& € possivel calcular o integra triplo recorrendo a
guadratura de Gauss descrita no Capitulo 5.

O dgoritmo de clculo da matriz de rigidez do elemento sdlido tridimensional é
semelhante a0 que foi apresentado no Capitulo 6, sendo apenas necessario remover
todas as operacOes relativas a espessura do elemento e adaptar as dimensdes das

matrizes envolvidas no calculo.

O céculo das tensbes e deformacdes no elemento finito sGo também efectuadas de
acordo com o que foi exposto no Capitulo 6, desde que se efectuem as necessérias
adaptacdes ao caso tridimensional .

10.3 - Estado plano de defor magéo

As caracteristicas de um estado plano de deformagdo encontram-se descritas em [10.1].

Na Figura10.4 esta representado um corpo prismatico, de seccdo constante e eixo

segundo Xz.
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Fig. 10.4 - Estado plano de deformagéo.

De acordo com as hipbteses consideradas para o0 estado plano de deformagdo, sdo

efectuadas as seguintes simplificagdes

El gl
82 ‘92
0
e =| ?|= (28)
(gx2) Vos 0
Va| | O
| V2| [ V2]
Atendendo a (13) tem-se
[o,] [C, C, C, 0 0 O0]f¢g]
g, C, C C, 0 0 O0flg
T | _ C, C, C 0 O oOffO 29)
T,y O 0 0 C, 0 O0f|O
Ty O 0 0 O C O0floO
] |0 0 0 0 0 G|

Os parametros C;, C, e Cg encontram-se definidos em (14).
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A equacdo (29) simplifica-se da seguinte forma

g] [C C, 0][g
o,|=|C, C, 0]|¢g (30)
T12 0 0 C3 y12

N

sendo atensdo normal o 3 dada por
0,=C, (51 +52) (31)
As tensdes tangenciais Toz € T3; S0 nulas.

Em [10.1] encontra-se arelacdo inversade (13), cujaterceira equacdo €

vV v 1
53:_E01_E02+E03 (32)

Como no estado plano de deformacéo €3 = 0, resulta
03:V(01+02) (33)

Uma vez que se supde que os campos de tensdes e deformagdes ndo variam com X3, €
suficiente estudar o comportamento de um trogo de comprimento unitario, cujo plano

meédio passa pelaorigem e € perpendicular axs (ver aFigura10.4).

Nestas circunstancias, apenas € necessario discretizar com elementos finitos a secgdo
transversal que € perpendicular a xs e que passa pela origem (ver aFigura 10.5).
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X2

ag Uz (X1, X2)
9 b
/ %9131 Uz (X1, X2)
®

S
SR

=1

o]

X1

Fig. 10.5 - Elemento finito para estados planos de deformag&o.

A formulagéo de um elemento finito para estados planos de deformagéo coincide com a
que foi apresentada no Capitulo 6, com excepcao do seguinte:

* em todas as expressoes deve ser considerado h = 1;

» arelagdo congtitutiva g=D & passa a ser a equacdo (30), sendo os elementos da

matriz D definidos em (14);

« aforcaQ que actua no corpo (ver a Figural10.5) passa a ser uma forca por

unidade de comprimento segundo Xs;

« aforca por unidade de comprimento p que actua no corpo (ver a Figura 10.5)

passa a ser umaforga por unidade de superficie.

10.4 - Estado axissimétrico

Na Figura 10.6 encontra-se representada uma sec¢do transversal que, ao ser rodada em
torno dexp;, gera um solido de revolugcdo que corresponde a um reservatorio
axissimétrico. A seccdo transversal esté discretizada em elementos finitos quadriléeros

contidos no plano (xi, X2).
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X2 — Eixo de axissimetria
uz

Up

D

0 X1
Fig. 10.6 - Reservatdrio axissimétrico.

Se, além da geometria, for também axissimétrica a distribuicdo do material que constitui
0 reservatorio, bem como as caracteristicas das accoes exteriores, verificase que o
comportamento é também axissimétrico. Devido ao facto de as accdes axissimétricas
serem, na generalidade dos casos, de natureza gravitica, admite-se que 0 eixo de
axissimetria (xo) € sempre vertical. O eixo x;, bem como os componentes segundo x; de
todas as grandezas, recebem a designacéo de radiais. O componente ug do campo de
deslocamentos designa-se deslocamento circunferencial. A deformagdo circunferencial
&y corresponde a0 quociente entre a variagdo do perimetro de uma fibra e o perimetro
original (ver aFigura10.7).

X2
A A
@ L J Xl
Ua1
Xa1
>

Fig. 10.7 - Definicdo da deformacdo circunferencial.
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O perimetro inicial da circunferéncia que passa pelo ponto A é
R = 27%, (34)
O perimetro da circunferéncia apds a deformacao é
P = 2n(xA1+uA1) (35)

A deformacdo circunferencial é

gy = =T 36
o P (36)
Substituindo (34) e (35) em (36) resulta
27TX, + 271U, —27TX u
& = Al Al AL AL (37)
27TX Xa1
No caso de um ponto genérico tem-se
T X

Por ndo corresponderem a uma deformacdo axissimétrica, sdo nulas as distorgdes 1

e J2e (ver aFigura 10.6). Nestas circunstancias o vector £ € o seguinte

ou
0%
& oy,
& 0X2
= 39
ge u, (39)
¥, X
o au oy,
0%, 0% |
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De um modo andlogo ao que foi exposto no Capitulo 6, tem-se

9 9
0%
& 0 0
& | _ 0%, | | W (40)
& 1 0 | L%
e o
10X, 0X |
gue, de um modo mais compacto, corresponde a
e=Lu (41)
Nestas circunstancias, arelacdo constitutiva é
g, C C, C, 0]l g
T, | _ C, C C, 0]|¢ 42)
g, C, C, C 0]lg
] [0 0 0 CJly

Os parametros C;, C, e Cg encontram-se definidos em (14).

Na Figura 10.8 estdo representados os componentes ndo nulos do tensor das tensbes em

problemas axissimétricos.

No célculo damatriz derigidez K deve ser considerado o seguinte (ver o Capitulo 9)

— T
K=[ B'DBdV (43)

K=[ B'DB(2mx)dsS (44)

Nesta expressao, 2 T1x; € o perimetro dafibra correspondente aos pontos de abcissa X;.
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X2
“““ T _
““““““““““““““““ ~ T12
= \S g1

Vie= Ve =0 = T19p =T =0

X1

Fig. 10.8 - Componentes ndo nulos do tensor das tensdes em problemas axissimétricos.
Apbs amudanca de variavel, tem-se
:H 'DB(2mx)J dsds, (45)
-1-1

Uma vez gue se pretende que todos os componentes da funcdo integranda de (45) sejam

fungbes de s, e s, deve-se calcular x; com a seguinte expressao

% (8,8)= Ni(8,8)%: + - + N, (81,8,) %y (46)
em que n € o0 nimero de nos do elemento finito.

A matrizB e o determinante JacobianoJ sdo calculados tal como foi exposto no
Capitulo 6, supondo que os elementos finitos do problema axissimétrico se situam no

plano (xy, X2) (ver aFigura 10.6).

O integral duplo (45) pode ser calculado recorrendo a quadratura de Gauss (ver o
Capitulo 5).

Os integrais correspondentes ao calculo das forcas nodais equivalentes as accoes
exteriores tém de ser adaptados ao caso axissimétrico de um modo semelhante ao que

foi apresentado paraamatriz derigidez K.
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Em problemas axissimétricos, os apoios, assentamentos de apoio e as cargas
concentradas em nés estdo presentes numa linha que se obtém por rotacdo do

correspondente ponto em torno de x, (ver a Figura 10.6).

10.5 - Consideracbesfinais

Neste capitulo, a descricdo das formulacdes foi efectuada de um modo mais sucinto,
uma vez que se supunha um bom conhecimento da formulagdo do estado plano de
tensdo exposta no Capitulo 6. Os elementos solidos tridimensionais (bricks) sdo 0s que,
aparentemente, permitem modelar qualquer geometria. No entanto, apresentam o0s
inconvenientes de necessitarem de uma preparacdo dos dados mais trabalhosa,
requererem um maior esforco computacional e apresentarem maior dificuldade na
interpretacdo dos resultados. Os estados planos de deformagéo surgem tipicamente em
problemas geotécnicos (e.g., muros de suporte, barragens gravidade, tineis). Os estados
axissimétricos apresentam o inconveniente de necessitarem de uma acgdo axissimétrica,
gue, na pratica, hem sempre ocorre. Para ultrapassar esta limitacdo, em[10.2] é
desenvolvida uma formulagdo correspondente a sélidos de revolucdo com acgdes ndo
axissimétricas. Contudo, o seu elevado grau de dificuldade constitui um entrave a uma

aplicacdo generalizada.
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