CAPITULO 11

FLEXAO DE VIGAS

Antecedendo a apresentacéo da formulagdo de diversos tipos de elementos de viga,
efectua-se em seguida uma revisdo dos fundamentos da flex&o de vigas. Apenas s&o

consideradas as deformacdes devidas as tensbes normais.

11.1 - Simbologia

Apresenta-se em primeiro lugar um resumo da simbologia adoptada na formulacéo da
flex&o devigas.

Tabela11.1 - Simbologiarelativa a flexéo de vigas.

g Referencial geral

[ Referencia local

i Primeiro n6 de uma barra

j Segundo né de umabarra

X Coordenada cartesiana

u Campo de deslocamentos

6 |Angulo

G Centro de gravidade

& Extensdo

o Tensdo normal

E Modulo de elasticidade ou médulo de Y oung

S Superficie

N Esforco axial
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M Momento flector

k Curvatura

A Area da seccdo transversal da barra prismética

I Momento de inércia da seccdo transversal da barra prismética

11.2 - Flexdo composta plana

Considere-se uma barra prismatica de eixo rectilineo e seccéo varidvel, representada na

Figura 11.1 conjuntamente com os referenciaisgeral (g) eloca (1).

Fig. 11.1 - Barrai j, referencial geral g e referencial local I.

O eixo |, do referencia local coincide com o eixo da barra e est4 orientado do né i para
ondj, correspondendo i ej anumeragdo globa dos nés damaha. Os eixosl; els sd0 0s
€iXos principais centrais de inércia da seccdo transversal. Apesar de a seccdo ser
variavel, considera-se que a localizagdo destes eixos € constante ao longo da barra. A
transformacdo dos deslocamentos generalizados e das forgas generalizadas entre os

referenciais| e g encontra-se descrita nos Capitulos 2 e 3.

No estudo que se segue, apenas € considerado o referencia |, que passa a ser designado

por X. Supfe-se também que todas as accdes estdo contidas no plano (Xg, X3), sendo o0s
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deslocamentos segundo X, considerados nulos. Na Figura 11.2 esta representado o eixo
da barra indeformado e deformado, para o caso da flexdo plana. Encontra-se também
representada a seccdo transversal da barra, cujos eixos principais centrais de inércia

S80 Xo € X3.

U3 X3
- (6] Jux
X3 ////7% 9 lj
Us (X1)
X1 Uy
Fig. 11.2 - Barra deformada e seccéo transversal.
Umavez que os deslocamentos sd0 muito pequenos, considera-se
tan 6 06 Q)

sendo € o0 angulo de rotagdo do eixo da barra. A fungdous (ver a Figurall.2)
corresponde ao deslocamento do eixo da barra, que apenas depende de x;. De acordo
com (1) e com a equacdo da deformada, que se encontra representada na Figura 11.2,

tem-se

du,

6(x)= ax

(2)

Na Figura1l.3 encontram-se representados os deslocamentos de trés pontos de uma

seccdo transversal (A, O e B).
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Us

U3I(X1)

w

o) EUO]_(X]_)
§U1(X1,X3)

Fig. 11.3 - Barra deformada e deslocamentos da secco transversal .

Admite-se que uma seccdo plana se mantém plana apos a deformacdo. Admite-se

também que uma seccdo perpendicular ao eixo da barra mantém esta caracteristica apds

a deformacéo. O ponto O apresenta coordenada nula segundo x;. O deslocamento do

ponto O segundo x; € designado up; € depende apenas de x;. O deslocamento de um

ponto genérico da seccéo transversal segundo x; depende de x; e de x; e € definido pela

seguinte expressao
U (X %) = Uoy (%) = %, 8(,)
ou
U =Uy, — %X 6
A extensdo segundo x; € dada por

51:%:i(um_x30):dum_ a6

X 0x dx dx

A extensdo & € positiva quando existe um alongamento.
Substituindo (2) em (5) obtém-se

_du, _ dy
dx dx;

&
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Uma vez que se consideram muito pequenas as dimensdes da seccdo transversal em
comparacdo com o comprimento da barra, pode-se desprezar 0 efeito das tensdes
normais o e a3, ficando alei de Hooke reduzidaa & = o1/ E, ou

dug, dé

“EX (7)

01:E£1:EO|X1 ax,

sendo E o médulo de Young, que é sempre positivo[11.1]. A um vaor positivo da
tensdo oy corresponde uma tracgao.

Substituindo (2) em (7) resulta

duy, £ X, d’u,

o, =E
T dx dx

)
A resultante das tensdes normais na seccao transversal é (ver aFigura 11.4)

_ _ duo, de
N—jsaldS—jS[Ed—Xll Ex3ajd8 (9)

sendo Sa area da seccdo transversal (ver aFigura 11.2).

De um modo semel hante se define o momento flector como sendo

_ _ dUo, do
M —IsalxgdS—L(Ed—Xll Ex3aJx3dS (10)

Considera-se que um momento flector € positivo quando provoca tracgdes nas fibras

gue tém coordenada x3 positiva (ver a Figura 11.4).
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S 4 Curvatura (K) positiva
/ Momento flector

positivo

/ Esforco axia
/1 positivo
M
N

X1

Fig. 11.4 - Definicdo do esforco axia e do momento flector.

Supondo que o modulo de Young (E) é constante em todos os pontos da barra e
passando para fora do integral tudo o que n&o depende de x, nem de X3, resulta de (9)
e (10)

N =E duOl_[dS ﬂj'sx?,ds (11)
e
M :E%J' ds—E—I x2dS (12)
dx ’s

Uma vez que 0S eiX0S X, €Xz S80 principais centrais de inércia, 0 seguinte momento

estético é nulo
L X, dS=0 (13)

A &ea e 0 momento de inércia em relagdo ax, sdo definidos com as seguintes

expressoes (ver aFigura 11.2)

Azjst (14)

=[x ds (15)
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E assim possivel simplificar (11) e (12) para

du,

N = EA—

ax, (16)
de

M=-El —
dx, (17)

Designando a extensdo correspondente ao eixo da barra por &, tem-se

duy,
E =
° " dx, (18)
N = EAg, (29)
gue corresponde a expressao classicarelativa atraccdo de barras [11.2].
Substituindo (2) em (17) tem-se
2
M =-g1 3% (20)
dx
Designando por k a curvaturada barra
d?u
k =— 21
resulta
M =-Elk (22)
ou
M
k = ——
= (23)

que corresponde a uma das expressoes classicas da flexdo de vigas [11.2].

Na Figurall.2, todos os pontos da linha que representa 0 eixo da barra deformada

apresentam ordenada positiva(us > 0), primeira derivada positiva (du,/dx >0) e
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segunda derivada também positiva (d?u,/d x?>0). Atendendo & definigio do sentido

positivo do momento flector (ver a Figura1l.4), verifica-se que um momento flector
positivo provoca uma curvatura negativa. Esta questdo encontrarse expressa ha

equacdo (23), em que E e | sGo sempre positivos.

A expressoes (16) e (17) sdo equivalentes as seguintes

du, _ N o4
dx, EA (24)
= TE (25)
Substituindo (24) e (25) em (7), tem-se
N M
=E—+Ex,—
ATEEATERE (26)
resultando
N M
g =—+— 27
AT (27)

que corresponde & expressdo cléssica da flex&o composta[11.2].

11.3 - Consideracfesfinais

A formulacdo apresentada neste capitulo apresenta a vantagem de ser facilmente
estendida a problemas em que 0s eiXxosx, e X3 ndo Sao principais centrais de inércia
Apresenta também a vantagem de recorrer a um conjunto de convencfes coerente com 0
gue é habitual considerar no método dos elementos finitos. Fica assim facilitada a
formulacéo de elementos finitos de viga, bem como a sua combinagdo com outros tipos

de e ementos.
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