CAPITULO 13

VIGA DE TIMOSHENKO

Na formulacdo do elemento de viga de Timoshenko [13.1] é considerado que as secgdes
planas se mantém planas. Contudo, supfe-se que uma sec¢do normal ao eixo da viga
nao mantém essa caracteristica apos a deformacéo. Deste modo é possivel considerar a

deformacéo devida ao corte.

13.1 - Simbologia

Apresenta-se em primeiro lugar um resumo da simbologia adoptada na formulagdo do

elemento de viga de Timoshenko.

Tabela 13.1 - Simbologiarelativa ao elemento de viga de Timoshenko.

L Comprimento da barra prismatica

X Coordenada cartesiana

u Campo de deslocamentos

a Deslocamento generalizado nodal

A Deslocamento noddl

(7] Rotac&o nodal

Coordenada cartesiana de um n6é de um e emento finito

bel

S Coordenadalocal

Coordenadalocal de um né de um e emento finito

(%]

J Jacobiano datransformacéo (J=dx; / ds)

N Funcéo interpoladora ou funcdo de forma

G Centro de gravidade
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@ Rotacdo correspondente a deformacao por esforco transverso

£ Extensdo

By Matriz de deformacgéo relativa ao termo de flexdo (bending)

o Tensdo normal

E Mdédulo de elasticidade ou modulo de Y oung

y Distorgéo

Bs Matriz de deformacéo relativa ao termo de corte (shear)

r Tensdo tangencial

Maodulo de distorcdo

Volume

G
W  (Trabaho
\%
S

Superficie

I Momento de inércia da seccdo transversal da barra prismética

A Area da seccdo transversal da barra prismética

A Area efectiva de corte relativa & sec¢go transversal da barra prismética

a Coeficiente de reducdo da &rea da seccdo transversal para atender ao corte

F Forcas nodais equivalentes a accao exterior, nos graus de liberdade do

elemento finito, no referencial local

K Matriz de rigidez do elemento finito no referencial local

M Momento flector

\% Esforgo transverso

13.2 - Viga de dois n0s com substitui¢céo de variavel

Na Figural3.1 encontra-se representado um elemento de viga com dois nés e com
comprimento L (ver o Capitulo 11). Supde-se que nos nos ndo ha deslocamentos

segundo x;. Deste modo apenas se considera o comportamento a flexdo daviga.
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Uz (X1)

Fig. 13.1 - Substituicdo de variavel num elemento de viga com dois nés.

Os deslocamentos generalizados dos nés do elemento finito representado na Figura 13.1
S80 0S seguintes

A

_|a
=| . ®

&,

=

A transformagdo entre a coordenada x; e a coordenada s €, neste caso simples, efectuada
com a seguinte expressao

L
=-—S8S 2
%= @
sendo a derivada em ordem a s a seguinte

dx, _L
J=""1~=—
ds 2 (8)

225



Viga de Timoshenko - Alvaro F. M. Azevedo

A interpolacdo do deslocamento lateral uz e da rotacdo @ é efectuado separadamente
para cada uma destas varidveis. Assim, e uma vez que U e & apresentam dois valores

nodais cada, € utilizada a seguinte interpolacdo unidimensional com dois nés
Us(s) = Ny(s) a, + N,(9) 3, (4)
8(s) = Ny(s) a, + N,(s) &, ©)
Neste exemplo com dois nos as fungdes de forma sdo as seguintes (ver o Capitulo 4)
Ny(s) = (1-5)/2 ®)
N,(s) = (L+5)/2 @)

Na Figura13.2 esta representado o eixo da viga na sua posicdo inicial (sobrex;) e a
correspondente deformada (ver o Capitulo 11). Estd também representada a seccéo
transversal cujos elxos Sao X, e x3. Uma vez que se consideram pequenas deformacoes,

supde-se que o declive da recta tangente ao eixo coincide com o angulo de rotagcdo do

eixo dabarra.

U3

X2

=5

Us (X1) « y
1 1

Fig. 13.2 - Barra deformada e sec¢éo transversal.

Na Figural3.3 estdo indicados os seguintes angulos. rotacdo do eixo da barra

(du,/dx,), rotagéo da secgéo transversal (@) e rotagdo correspondente & deformagéo

por esforco transverso(@). Encontrase também representado o campo de

deslocamentos u; na seccao transversal.
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Us

A X1 U1

Fig. 13.3 - Barra deformada e deslocamentos da seccéo transversal.

Na formulagdo da viga de Euler-Bernoulli considera-se que 0 angulo @€ nulo, sendo os

angulos du,/d x, e @coincidentes. Naformulagdo da viga de Timoshenko, o anhgulo @é

considerado ndo nulo, sendo

du
=—2+
ax "7 ®

Estes trés angul os dependem de x;.

De acordo com aFigura 13.3, tem-se
u (,%) = =%, 6(x) ©)

A extensdo & é definidapor [13.2]

ou, 0
=_1=_" (-x @
& X axl( X, 6) (10)

sendo
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& = - dg 11
L= Xy, (11)
Designando por &, a seguinte componente da expressdo (11)
E =- ﬂ 12
passa ater-se
£ =% & (13)
Derivando (5) em ordem a x; chega-se a
dé _ dN, N dN, a 14
X dx todx 4
Substituindo (14) em (12) obtém-se
a
E‘l:|:0 _dN, 0 —dNZ} % (15)
dx dx ||a
a,

Considere-se agora uma matriz de deformagdo, que € designada By, pelo facto de estar

associada a flexdo (bending). A sua definicéo € a seguinte

Atendendo a (1), (15) passa a escrever-se
& =Bya

Substituindo (17) em (13) obtém-se

dn,
_d&} (10

(17)

(18)
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Tal como no Capitulo 12, considera-se a lei de Hooke referida apenas a tenséo

normal o; e aextensdo &
o, =Eg (19)
Substituindo (18) em (19), tem-se
o, =ExBya (20)

A distorcdo yi3 € definidapor [13.2]

Vie = 7+ (21)

d du
=—(x0)+—
Vo = g 0 0)+ ) (22
du
Vie = —0 + d—xj (23)
Substituindo (8) em (23) obtém-se
Viz =~ @ (24)

Derivando (4) em ordem a x; chega-se a

du, _ dN, _ _dN,

dx = dx a dx (25)
Substituindo (5) e (25) em (23) obtém-se
dN dN
y13:_N1a2_N2a4+d_xlla1+dX12a3 (26)

Em notag&o matricial tem-se
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a
dN dN
Viz :{ i\ 2 _N2:| % (27)
28
a,

Considere-se agora uma matriz de deformacdo, que € designada B s pelo facto de estar

associada ao corte (shear). A sua definicdo é a seguinte

55:[‘3':'(11 -, c;':'(l —Nz} (28)

Atendendo a (1), (27) passa a escrever-se
Vis = Bsa (29)
Umavez que, de acordo com alei de Hooke paramateriais isotropicos [13.2]
I = Gy (30)
tem-se, depois de substituir (29) em (30)
r; =GBga (31)

De acordo com o Principio dos Trabahos Virtuais (PTV) (ver o Capitulo 4), admite-se

que
Trabalho Interno = Trabalho Externo (32
Considerando
OW, = Trabalho interno associado a flexdo (bending) (33
OW, = Trabalho interno associado ao corte (shear) (34
OW?® = Trabalho externo (35)

De acordo com (32), tem-se
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oW, + oW, = oW*® (36)

Considerando que a contribuicdo da flexéo para o trabalho apenas depende da tensdo

normal o1, tem-se (ver o Capitulo 4)
oW, = [ d& 0, dV (37)

A equacdo (18) referida & deformagéo virtual € a seguinte

0& = X B, da (38)
sendo equivalente a

dg = da By x, (39)

Substituindo (39) e (20) em (37) obtém-se
+L/2

owy = [ [ da" By x; Ex B,adSdx (40)

-L/2

Nesta equacdo, S é a superficie correspondente a seccdo transversal da barra (ver o

Capitulo 11). De acordo com a Figura 13.2, tem-se
dS =dx, dx, (41)

Supondo o médulo de Young E constante em todos os pontos do elemento de viga e
passando para fora dos integrais tudo 0 que ndo depende da respectiva variavel de

Integracdo, resulta

+L/2
oW, =3a" E | B, B,[ ¥ dSdxa (42)

-L/2

O momento de inércia em relacdo ao eixo X, é definido da seguinte forma, sendo

designado por I, (ver aFigura13.2)

l, :J.stzdS (43)
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Substituindo (43) em (42) e supondo que a barra é de seccdo constante, passa a ter-se

_ +L/2
oW, =¢a’ El, [B; B,dxa (44)

-L/2

Considerando que a contribuicdo do corte para o trabalho apenas depende da tensdo

tangencial 13, tem-se
oW, = [ Oy, 75 AV (45)
A equacdo (29) referida a deformacdo virtual € a seguinte
Oy; = Bsda (46)
sendo equivalente a
Oy, = da B. (47)

Substituindo (47) e (31) em (45) obtém-se
+L/2

oW/ = [ [ sa’B;GB,adSdx (48)

-L/2

Supondo 0 médulo de distor¢gdo G constante em todos os pontos do elemento de viga e
passando para fora dos integrais tudo o que ndo depende da respectiva variavel de

integracao, resulta

+L/2
oW,/ =5a’ G | B; B[ dSdxa (49)

-L/2

A &reada seccdo transversal dabarraé
A= L dS (50)

Na expressdo (49) é necessario introduzir o factor correctivo de corte a, sendo a area
reduzida de corte definida por [13.3]
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A=aA (51)

Substituindo (50) em (49) e considerando a area reduzida de corte, passa a ter-se, no
caso de uma barra de seccéo constante
+L/2

oW, =Ja" GA' [B;B,dxa (52)

-L/2

Por uma questéo de simplificacéo desta exposi¢éo, considera-se que o trabalho externo
associado as forcas exteriores(OW®) inclui apenas a contribuicdo das forgas

generalizadas concentradas nos nds da barra. Nestas condi¢des tem-se
owe=ga" F (53)

As componentes do vector F sdo forgas generadlizadas (forgcas e momentos) em

correspondéncia com os quatro graus de liberdade dos nés da barra (ver aFigura13.1).
Substituindo (44), (52) e (53) em (36), obtém-se

+L/2 +L/2
sa' El, [BB,dxa+da GA [BB,dxa=da F (54)

—L/2 —L/2

Uma vez que (54) tem de se verificar para qualquer deformacéo virtual da, chega-se a

habitual equacéo

sendo amatriz derigidez K cal culada com a seguinte expressao

+L/2 +L/2
K =El, [B{B,dx +GA [BIB,dx (56)

-L/2 -L/2

Depois de efectuar em (56) a substituicdo de variavel definidaem (2), tem-se

+1

dx dx 4

K = El, [ Bl B,—2ds + GA" | B! B, (57)
2;'; ds I as ¢
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Substituindo (3) em (57), chegarse a
- %j@ledeA IEIE (58)

Para se obter os elementos das matrizes By, (16) e Bs(28) em fungéo da variavel s, €
necessario calcular a derivada das funcBes de forma em ordem ax;. Para isso é

suficiente recorrer aregra da cadeia, ficando

dN, _ dN, dx cg
ds dx, ds (59)
Atendendo a (3), passa ater-se
dN, _dN, L -
ds X 2 (60)
gue é equivalente a
dN;, _ 2 dN, 61
dx L ds (61)
Daderivacdo de (6) e (7) em ordem a s resulta
-2 62
ds 2 (62)
% -2 63
ds 2 (63)
Atendendo a (61), tem-se
an -1 64
ax L (64)
% -2 65
ax L (65)

Substituindo (64) e (65) em (16), obtém-se
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—_— 1 -—
By = {o T 0 } (66)

Substituindo (6), (7), (64) e (65) em (28), obtém-se

B.=|-1 —5009) § -3 )

Os elementos das matrizesB, eBs apenas dependem del, que se considera um
par@metro fixo, e da variavel s. Depois de substituir estas expressdes em (58) e de
calcular os integrais em ordem as, resulta a seguinte expressao para a matriz de rigidez

do elemento finito

0 0 0 O 1 L2 -1 )2
El 1 0 -1| GA 1?/3 -L/2 L*/6
K === +— / / / (68)
L 0 0 L 1 -L/2
SM. 1 SM. 12/3

O facto de a expressdo (68) ser aproximada, obriga a que na andlise de um portico cada
uma das suas barras tenha de ser discretizada em varios elementos finitos. Esta questdo

foi jareferidano Capitulo 12.

No Capitulo 11 encontra-se deduzida a seguinte expressdo para o cdculo do momento

flector naviga, quando 0 médulo de Y oung € constante

dé

M = -El,
%

(69)

Atendendo a (12), (17) e (69), conclui-se que o momento flector pode ser obtido com
M = EI,B,a (70)

A matriz By, é avaliada no ponto em que se pretende calcular o momento flector.

As expressoes (29) e (31) referem-se a distor¢do média e a tensdo tangencial média.

O esforco transverso V é calculado com a seguinte expressio
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Vo= .[s I3 (Xs) ds (71)

Nesta expressdo, ri3(Xs) representa a tensdo tangencia rea, que depende da
coordenadax; (ver a Figural3.2). Uma vez que na presente formulacdo apenas se
dispde da tensdo tangencial média 713, € necessario calcular o esforco transverso V com

base na érea efectiva de corte A™. A sua expressdo é a seguinte [13.4]

V::GK(—9+%%j (72)
Atendendo a (23), tem-se
V =GA y, (73)
Substituindo (24) em (73), obtém-se
V=-GA g (74)

O angulo gesta representado na Figura 13.3.
Substituindo (29) em (73), chega-se a

V =GA B, a (75)
A matriz B é avaliada no ponto em que se pretende calcular o esforgo transverso.

A expressdo que fornece a é&rea efectiva de corte A’ depende da forma de seccdo
transversal [13.3].

Deve-se ter em consideragdo que, quer o momento flector, quer o esforco transverso,
apenas apresentam valores com precisdo aceitdvel em determinados pontos do elemento
finito [13.5]. Se se pretender conhecer os valores dos esforgos noutros pontos, é em
geral preferivel efectuar uma extrapolacéo ou interpolacdo simples a partir dos pontos

em gue os resultados sdo mai's correctos.

236



Viga de Timoshenko - Alvaro F. M. Azevedo

13.3 - Consideracoesfinais

A formulacéo da viga de Timoshenko aqui apresentada pode ser estendida aos seguintes
casos. barras com mais do que dois nés, barras curvilineas, barras de sec¢do variavel,
barras tridimensionais sujeitas a flexéo desviada, inclusdo da torcdo, consideracdo do
centro de corte distinto do centro de gravidade, barras em que as propriedades do

material variam ao longo do eixo da barra ou dentro da seccéo transversal, etc. [13.4].
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