ELEMENTOS FINITOS

Alvaro F. M. Azevedo
http://www.fe.up.pt/~alvaro

Faculdade de Engenharia da

1% Edigdo
Abril 2003







M étodo dos Elementos Finitos

Alvaro F. M. Azevedo

http://www.fe.up.pt/~alvaro

Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto
Portugal

12 Edicéo - Abril 2003






PREFACIO

O Méodo dos Elementos Finitos(MEF) apresenta actualmente um nivel de
desenvolvimento que permite a sua utilizagdo pela generalidade dos projectistas de
estruturas. Enquanto que no passado muitos dos utilizadores do MEF estavam também
envolvidos na respectiva programacdo em computador, verificase hoje em dia que a
guase totalidade dos projectistas de estruturas apenas se preocupa com a utilizacdo do
correspondente software e com a interpretacéo dos resultados obtidos. Devido a grande
complexidade associada ao desenvolvimento de modernos programas de computador
dispondo de uma interface gréfica intuitiva, o desenvolvimento de software tem sido
cada vez mais restringido as empresas especializadas. Por este motivo, o utilizador
programador quase desapareceu, dando lugar ao mero utilizador. Perante um problema
de andlise de estruturas e dispondo de um software intuitivo, € perfeitamente acessivel a
um projectista a obtencdo de resultados credivels, mesmo quando ndo tem acesso a
fonte do codigo computaciona ou quando desconhece as caracteristicas do modelo que
esta a utilizar. Serd entdo necessario exigir que um estudante de Engenharia atribua
parte do seu tempo a aprendizagem de formulagbes e metodologias que na vida
profissional va certamente ignorar? Antecedendo a resposta a esta questdo,

apresentam-se algumas consi deracoes.

Para que possa dar resposta em tempo Util a necessidade de justificacdo da seguranca de
uma estrutura, um projectista que ndo conhega as técnicas correspondentes a formulagdo
do MEF sera tentado pela simples utilizagdo de um qualquer software de calculo. Uma
Vez que ndo tem acesso aos model 0s que estéo programados, nem tem bases para a sua
compreensdo, procederd a utilizagdo do software de acordo com o treino que recebeu ou
com base em sucessivas improvisagOes. A tentacdo para aceitar os resultados
provenientes do programa € grande, quaisquer que sgjam esses resultados, uma vez que
considera que o software escolhido tem elevada qualidade. Os potenciais perigos de
uma utilizacdo nestas condi¢des so a hdo percepcdo de eventuais erros na introducdo
dos dados, a auséncia de correspondéncia entre 0 model o seleccionado e a estrutura que
esta a ser analisada, o facto de serem desprezadas importantes condicionantes, etc. Na
auséncia de uma comparacao dos resultados provenientes do MEF com os oriundos de

outros modelos, existe 0 sério risco de a seguranca de uma estrutura ser justificada com
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base em calculos completamente inadequados. Este facto tem sido confirmado pelo
elevado nimero de acidentes em estruturas acabadas de construir, bem como pela
grande quantidade de reparacBes que tem sido necess&rio efectuar em construcdes
recentes. A transmissdo aos aunos dos fundamentos do MEF, e também de uma
introducdo a correspondente programacdo em computador, constituem certamente
factores que conduzirdo os futuros projectistas a uma utilizacdo mais segura dos

softwares de andlise de estruturas.

Existe uma outra motivagdo para continuar a ser necessario ensinar as bases tedricas do
MEF, gue consiste no facto de ser fundamental preparar hoje os inovadores de amanha.
Uma vez que as ferramentas relativas a aplicacdo do MEF se encontram intimamente
ligadas a0 mundo da informatica e uma vez que este apresenta uma constante e rapida
evolucdo, é garantido que dentro de alguns anos sera necessario adaptar as técnicas de
andlise de estruturas as plataformas de computacdo que nessa atura existirem. Se a
actual base de conhecimentos ficar limitada a um reduzido nimero de pessoas,
certamente que serd dificil encontrar no futuro investigadores que garantam o progresso
daciéncia

Por todos estes motivos se conclui ser fundamental prosseguir com o ensino das

técnicas em que se baseia a generalidade dos programas de elementos finitos.

A principal motivagdo para a escrita desta publicacdo foi a de organizar de um modo
coerente algumas das formulagbes em que se baseou o0 desenvolvimento do programa
FEMIX 4.0. Apesar de ja existirem versdes anteriores, a actua versdo do programa foi
totalmente rescrita, de modo a ser possivel explorar uma muito mais versatil
estruturacdo do codigo computacional. Espera-se, com este empreendimento, produzir
um software em que sgja simples desenvolver e testar novas formulagfes. Por dltimo,
desgjo agradecer as pessoas que se tém empenhado no desenvolvimento do projecto
FEMIX e que muito contribuiram para que todos 0s conceitos aqui expostos apresentem
uma indispensavel clareza e coeréncia. Em particular um agradecimento aguele que
esteve presente desde o inicio, Joaquim Barros, bem como aos entusiastas mais
recentes, José Sena Cruz e Antonio Ventura Gouveia. Agradeco também ao Luis Bréas o

trabalho que teve na preparacéo do model o da ponte que figura na capa.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

No ambito da Engenharia de Estruturas, o Méodo dos Elementos Finitos (MEF) tem
como objectivo a determinacdo do estado de tensdo e de deformacdo de um solido de
geometria arbitraria sujeito a acgdes exteriores. Este tipo de cdculo tem a designacéo
genérica de andlise de estruturas e surge, por exemplo, no estudo de edificios, pontes,
barragens, etc. Quando existe a necessidade de projectar uma estrutura, € habitual
proceder-se a uma sucessdo de analises e modificagdes das suas caracteristicas, com o
objectivo de se acancar uma solucéo satisfatOria, quer em termos economicos, quer na
verificagdo dos pré-requisitos funcionais e regulamentares. As técnicas descritas nesta
publicacéo apenas correspondem a fase de anadlise do comportamento de uma estrutura

Cuja geometria, materiais e acgdes sdo a priori conhecidos.

Nos cursos de Engenharia Civil e de Engenharia Mecanica € tradicional comecar-se por
ensnar a andise de estruturas limitada as vigas, porticos, trelicas e grelhas. As
estruturas deste tipo recebem a designacéo de reticuladas, por serem constituidas por
barras prisméticas cuja seccdo transversal apresenta dimensdes muito inferiores ao
comprimento do seu eixo. As estruturas ndo reticuladas so, em geral, estudadas como
meios continuos (e.g., paredes, lgjes, cascas, solidos). Nas estruturas reticuladas surgem
ja& muitos conceitos que sdo comuns a generalidade das estruturas, tais como o de
equilibrio, compatibilidade, tensdo, deformagéo, relacéo entre tensdo e deformagao, etc.
No ambito das estruturas reticuladas torna-se particularmente simples explicar 0 método
das forcas e 0 método dos deslocamentos, bem como outras técnicas que, em geral, sdo
dificeis de estender aos meios continuos,

Antes do aparecimento do MEF, a andlise dos meios continuos era efectuada por
resolucdo directa dos sistemas de equacdes de derivadas parciais que regem o
fendbmeno, tendo em consideracdo as necesséarias condi¢es fronteira. Para facilitar a
aplicacdo desta técnica a problemas ndo elementares, era comum recorrer a séries de
Fourier [1.1]. Devido a sua complexidade, estes procedimentos sO eram aplicaveis a
meios continuos homogéneos e de geometria simples. Para tentar ultrapassar algumas
destas limitagbes, era frequente a subgtituicdo de derivadas exactas por derivadas

1
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aproximadas, calculadas com base em grelhas de pontos. Da aplicacdo desta técnica
resulta 0 método das diferencas finitas, que, antes do aparecimento dos computadores,
apresentava o inconveniente de requerer a resolucdo de grandes sistemas de equacoes
lineares. Para evitar este inconveniente foram propostos diversos métodos de relaxacéo
baseados na sucessiva diminuicdo de um conjunto de residuos[1.1]. Devido a
morosidade associada a aplicacdo de qualquer um destes métodos, tornava-se muito
atractiva a substituicdo do problema rea por outro semelhante, de modo a se poder
recorrer a resultados publicados em tabelas ou abacos. Com o grande desenvolvimento
gue o MEF teve na década de 60 [1.2] e com a banalizacgo do recurso ao computador,
passou a ser prética corrente a andlise de estruturas de geometria arbitraria, constituidas
por multiplos materiais e sujeitas a qualquer tipo de carregamento. Este avanco é téo
significativo que 0s outros meétodos, atras referidos, deixaram praticamente de ser
utilizados. Actualmente, 0 seu interesse restringe-se ao de fornecer solugdes teoricas de

problemas simples para validar métodos aproximados.

A formulagcdo do MEF pode ser baseada no método dos deslocamentos, em modelos de
equilibrio, ou em métodos hibridos e mistos[1.3]. De todos estes métodos, aguele que
apresenta uma maior simplicidade e, consequentemente, uma maior versatilidade € o
método dos deslocamentos, sendo este o Unico que € abordado nesta publicacdo.
Associado a0 método dos deslocamentos surgem muitos conceitos que se supde que o
leitor ja domina no @mbito das estruturas reticuladas, como por exemplo as nocdes de
grau de liberdade, deslocamento generalizado, forca generalizada, equilibrio, matriz de
rigidez, vector solicitacdo, assemblagem, introducdo de condicbes de apoio, etc. Nesta
publicacéo, alguns destes conceitos séo de novo abordados, sendo dada particular énfase

a sua generalizag8o aos meios continuos bidimensionais e tridimensionais.

1.1-Tipodeanalise

Quando surge a necessidade de resolver um problema de andlise de uma estrutura, a
primeira questédo que se coloca € a sua classificagdo quanto a geometria, modelo do
material congtituinte e acgdes aplicadas. O modo como o MEF é formulado e aplicado
depende, em parte, das simplificagcdes inerentes a cada tipo de problema. Referem-se em
seguida alguns aspectos que é necessario ter em consideracao na fase que antecede a

andlise de uma estrutura.
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Andlise dindmica ou estética

As accOes sobre as estruturas sGo em geral dindmicas, devendo ser consideradas as
forcas de inércia associadas as aceleragbes a que cada um dos seus componentes fica
sujeito. Por este motivo, seria de esperar que a andlise de uma estrutura teria
obrigatoriamente de ter em consideracdo os efeitos dinamicos. Contudo, em muitas
Stuacbes é razoavel considerar que as accbes sdo aplicadas de um modo
suficientemente lento, tornando desprezaveis as forcas de inércia. Nestes casos a andlise
designa-se estatica. Nesta publicacdo apenas séo considerados problemas em que se

supdem vdlidas as simplificacdes inerentes a uma andlise estética.

Andlise ndo linear ou linear

Na andlise de uma estrutura solida, é habitual considerar que os deslocamentos
provocados pelas accOes exteriores s80 muito pequenos quando comparados com as
dimensbes dos componentes da estrutura. Nestas circunstancias, admite-se que nao
existe influéncia da modificagcéo da geometria da estrutura na distribuicéo dos esforcos e
das tensdes, i.e., todo o0 estudo € feito com base na geometria inicia indeformada. Se

esta hipotese ndo for considerada, a andlise € designada ndo linear geométrica.

E também frequente considerar que, a0 nivel do material que constitui a estrutura, a
relacéo entre tensdes e deformagdes € linear. Nos casos em que esta simplificagdo ndo é
considerada, é necess&rio recorrer a agoritmos especificos de andise néo linear
meaterial.

Nesta publicagdo apenas se aborda o caso da andise linear, quer geométrica, quer
material.

Tipo de estrutura

As estruturas podem ser classificadas quanto a sua geometria como reticuladas,
laminares ou solidas. Estas Ultimas sG0 as mais genéricas, sendo classificadas como
sOlidas as que ndo apresentarem caracteristicas que as permitam engquadrar no grupo das
laminares ou das reticuladas.

As estruturas laminares sd0 as que se desenvolvem para ambos os lados de uma
superficie média, mantendo-se na sua vizinhanca. E o caso de uma lamina cuja



Introducdo - Alvaro F. M. Azevedo

espessura € muito inferior as restantes dimensdes. Quando a superficie média é plana, a
estrutura laminar pode ser classificada como parede, lge ou casca plana. Uma parede
apenas se encontra sujeita a accoes paralelas ao seu plano médio. Uma laje pode ter
aplicadas forcas perpendiculares ao plano médio e momentos cujo vector esta contido
no plano médio. Uma estrutura laminar plana sujeita a outros tipos de accdes é
designada casca plana. Quando a superficie média ndo € plana, tem-se uma casca

tridimensional.

As estruturas reticuladas sdo as constituidas por barras prisméticas, cujas dimensbes
transversais s8o muito menores do que o comprimento do respectivo eixo. Neste tipo de
estruturas € habitual distinguir os porticos das trelicas, conforme € ou ndo considerada a

compatibilidade de rotacdes nas extremidades de barras adjacentes.

E possivel tratar com grande eficiéncia uma classe de problemas de andlise de estruturas
designados axissimétricos. Estes ocorrem quando a estrutura € um solido de revolucéo e
as accles s0 todas axissimétricas em relacdo ao mesmo eixo. Neste tipo de problemas é
ainda possivel distinguir o caso do solido de revolugdo do caso dalamina de revolucéo.

Sera também tratado como um caso particular a andlise de uma estrutura que consiste
num solido cuja geometria a acgdes se repetem indefinidamente ao longo de um eixo
rectilineo. Trata-se do estado plano de deformacéo, que pode ser estudado com base
numa geometria bidimensional.

1.2 - Fundamentosdo M EF

A formulacéo do MEF requer a existéncia de uma equacéo integral, de modo que sgja
possivel substituir o integral sobre um dominio complexo (de volumeV) por um
somatorio de integrais estendidos a sub dominios de geometria simples (de volume V).
Esta técnica € ilustrada com o seguinte exemplo, que corresponde ao integral de volume

de umafuncgéo f

J'Vde=Z:1:'[Vide (1)
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Em (1) pressupde-se que

V=3V )

Se for possivel calcular todos os integrais estendidos aos sub dominios V;, basta efectuar
0 somatério correspondente a0 segundo membro de (1) para se obter o integral
estendido a todo o dominio. Cada sub dominio V; corresponde a um elemento finito de
geometria simples (e.g., segmento de recta, tridngulo, quadrilatero, tetraedro,
paralelepipedo). O somatério indicado em (1) vai dar origem a operacdo designada
assemblagem, que apresenta muitas semelhangas com a que é efectuada nas estruturas
reticuladas.

A equacdo integral referida no inicio desta seccéo € proveniente da aplicacdo do método
dos residuos pesados ou de um principio variaciona [1.3]. No caso da aplicagcéo do
MEF a andlise de estruturas a formulagdo mais intuitiva € a que se baseia no Principio
dos Trabahos Virtuais (PTV), sendo a Unica que € abordada nesta publicagéo.

1.3 —-Brevehistoriado MEF

Em[1.2] encontra-se uma descricdo detalhada da evolugdo do méodo dos elementos
finitos ao longo do tempo. Em[1.3] € efectuado 0 seu enquadramento com outros
métodos da mesma familia. Apresenta-se em seguida apenas uma breve referéncia as

principais fases do desenvolvimento do MEF.

Na generalidade dos casos, € muito dificil definir a data em que determinado avanco do
conhecimento foi efectuado. No caso particular do MEF, é referido por varios autores
gue a publicacdo mais antiga em que € utilizada a designagcdo “elemento finito” é o
artigo [1.4], que data de 1960 e tem como autor Ray Clough. Anteriormente eram ja
conhecidas algumas técnicas que vieram a ser incorporadas no MEF, sem este aparecer
ainda com as principais caracteristicas que hoje em dia possui. Os grandes passos do
desenvolvimento do MEF, que o conduziram ao formato que actualmente apresenta
maior aceitagcdo, foram dados na década de 60 e inicio da de 70. Inicidmente os
elementos finitos mais comuns eram 0s triangulares e os tetragdricos, passando-se mais

tarde adar preferéncia aos quadrilateros e aos hexaedros.
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Ao contrario de outros métodos que eram utilizados no passado, 0 MEF so tem utilidade
pratica se se dispuser de um computador digital. Este requisito € devido a grande
guantidade de calculos que € necess&rio realizar, nomeadamente na resolucéo de
grandes sistemas de equacOes lineares. Assm se compreende que o répido
desenvolvimento do MEF tenha praticamente coincidido com a generadizacdo da
utilizacdo de computadores nos centros de investigagdo. Com a proliferacdo de
micro-computadores ocorrida no final da década de 80 e na década de 90, o MEF chega

finalmente as méos da generaidade dos projectistas de estruturas.

1.4 - Exemplo de aplicacéo do MEF

Apresenta-se em seguida um exemplo de aplicacdo do MEF, que consiste na andlise de
uma estrutura do tipo consola curta de pequena espessura, sujeita as accoes indicadas na
Figura1.1. Nestas condi¢Oes pode-se admitir que se trata de um meio continuo, sujeito a
um estado plano de tensdo [1.5]. Na Figura 1.1 esta representada a malha utilizada, que
€ congtituida por 92 elementos finitos quadrilateros, sendo cada um destes elementos
definido por 8 nés. Encontram-se também assinalados 0s 10 nos que estéo ligados ao

meio exterior.

Depois de completada a andlise da estrutura pelo MEF, fica-se a conhecer os valores
aproximados dos deslocamentos e das tensdes instaladas. Na Figural.2 esta
representada a malha deformada pela accdo das forcas aplicadas a estrutura. Para
permitir uma melhor visualizagdo dos deslocamentos, estes sGo multiplicados por um
factor de ampliagdo. Como referéncia, € também representada a malha origina
indeformada.

Com o tipo de visualizagdo utilizado na Figural.3 € possivel ter uma percepcdo
imediata dos locais em que as tensdes principais apresentam maiores valores, bem como
da trgectoria das tensbes dentro da estrutura. Neste tipo de representacdo cada
segmento de recta esta orientado segundo uma direccdo principal de tensdo e a sua
grandeza é proporcional ao valor da correspondente tensdo normal. A cor verde indica
gue se trata de umatraccado e a cor vermelha esta associada uma compressao.

Na Figura 1.4, o valor da componente vertical do vector deslocamento € representado,
em cada ponto, por intermédio de uma codificacdo por cores. Consultando a escala
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lateral, fica-se a conhecer a ordem de grandeza do deslocamento vertical em qualquer

ponto da estrutura.

Na Figura 1.5, o tipo de visualizacéo grafica coincide com o da Figura 1.4, tratando-se
também da representacdo de um campo escalar por intermédio de uma codificagdo por
cores. O campo representado na Figura 1.5 é o das tensdes normais ¢, sendo y 0 eixo
vertical. Esta componente do tensor das tensdes € sempre perpendicular a facetas

horizontais.
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Fig. 1.1 - Consola curta: malha de dementos finitos e acgdo exterior.



|
|

D

~

eccoes.

ectivas dir

NN

iy

PEsEvAN

1] "\’K

[T
= aral
=

Introdugdo - Alvaro F. M. Azevedo

[ [— —]— =~
-
P e e ~ . w
P e e R L
B o e o S [ S
P e Y= S N ECNETN BN
-trlJﬁ/T e N e S
vAvh IR RN ™
L AV A A e /
_f\f A ow | m .~ | - f}l!;fffh?ffﬂ?f.m#&mlr
MR IS5 72 7 P NN I It e
IR = A7 77T 3] R S e
+ | # | - | - el e e Ea i b e e B e S
L NX Xix A% £ 4
__“/XX 4 A+ I i I, N IR S e
Vo w R T B e e s el s Lot = EE N S S T
oW W R L el [ el P e e B ) e R E i
- —— —— ] - - = = ———

Fig. 1.2 - Consola curta: malha deformada representada sobre a estrutura indeformada.

~

ensoes principais e resp

Fig. 1.3 - Consola curta: t



Introdugdo - Alvaro F. M. Azevedo

Consola curta (MN,m,.MPa) 1 - Mesh

0.000000

-7.8%e-05

-0.000158

-0.000237

Fig. 1.4 - Consola curta: campo de deslocamentos verticais.
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Comsola curta (MN,m,MPa) 1 - Mesh
32.47070
27.79469

23.11868

18. 44267

-23.64144

Fig. 1.5 - Consola curta: campo de tensdes hormais segundo um eixo vertical.
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CAPITULO 2

TRANSFORMAGCAO LINEAR DE COORDENADAS

Neste capitulo é apresentada a deducdo da expressdo que permite transformar as
coordenadas de um ponto no espaco de um referencial (S') para outro (S'). Quer os
eixosde S quer osde S’ sdo definidos por versores cujas componentes se encontram

no referencial gera S Estes trés referenciais apresentam origem comum (ponto O).

Sendo P um ponto genérico no espago, a transformacdo das componentes do vector OP

coincide com atransformag&o das coordenadas do ponto P.

2.1 - Simbologia

Apresenta-se em primeiro lugar um resumo da simbol ogia adoptada neste capitul o.

Tabela2.1 - Simbologiarelativa atransformacao linear de coordenadas.

S Sistema de coordenadas (referencial)

O Origem do sistema de coordenadas

P Ponto genérico

p Vector posic¢ao do ponto P

X Eixo do sistema de coordenadas

e Versor de um eixo do sistema de coordenadas

A Matriz detransformacéo de S em S’

B Matriz detransformacéo de S' em S

g Referencial geral

a Referencia auxiliar

[ Referencia local

13
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a Angulo entre eixos dos referenciais auxiliar e local

T Matriz de transformacéo

i Primeiro n6é de umabarra

] Segundo né de umabarra

L Comprimento de uma barra

2.2 - Caso geral

Na Figura2.1 encontram-se representados os trés referenciais (S, S e S'), um ponto

_

genérico P eo vector p =OP.

Fig. 2.1 - Referenciais e ponto genérico P.

Os trés referenciais (que se supdem directos e ortonormados) séo definidos do seguinte
modo
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S
S
S"

(0, %, %, %)
(0,%,%,, %) 1)
CRPEY

Versores de cadareferencial:

Versores de S: (&,8,,8,)

Versoresde S': (&,8,,8)) (2)
Versoresde S': (&/,&,&)

Ponto genérico:

P = (%, %, X;)s €)

Vector posic¢ao do ponto P:

P = 0P = (x,%,,X%) 4

Nota: todos os versores e vectores apresentam as suas componentes no referencial S

Versoresdo referencial S

(L0,0)
(01,0) (5)
(0,01)

&
&
&

V ector p:

P = (%%, %) (6)
= X1é1+X2é2+X3é5

X &+ E+XE ™
XE+ XK,

p
P
p

" n

As coordenadas do ponto P no referencia S’ (x!,x:,x:) obtém-se projectando o

vector p sobre os versores do referencial S':
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& =(x8+x8+x8)e
& =(x8+x8+x8)E (8)
&=(x&+x8+x8)|&

x'=x (8 )+x @)+ @&le)
% =x (8 )+x (g[8 )+ x(ae) ©
xs = x (&8 )+x (& & )+x (@)
M atricialmente tem-se
x1 [Ee) @e) @e)[«
x| =|Ek) @e) &-)x (10)
x| |Ee) ER) @@)lx
X =AX (11)
(€e) (e) (@)
A=|(gl8) @) @R) (12)
l) k) Ee)

Nesta expressdo, X sd0 as coordenadas de P no referencial S', x" sdo as coordenadas

deP noreferenciad S' e Aéamatrizdetransformagdode S em S'.

De um modo semel hante tem-se:

x1 P& = (xE+x&+x:&)[&
, = pl& = (XE+x8+x8) [, (13)
2= o = (g rag )

x =x(@e)+x(E )+ xee)
x,=x@R)xEr)xEe) (14)
X =x(E )@ fe)xee)
x| [Ee) @e) @e)rx
% |=|Eg) @B) @k) H (15)
x| [Ee) @) @)l
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X=BX (16)
@) ©@) (©e)
B=|(eR) (&) ER) an
() (ele) ()
Comparando (12) com (17) verifica-se que
B=A (18)
A expressdo (16) pode escrever-se da seguinte forma
X=A X (19)
Substituindo (11) em (19) tem-se
X=AAX (20)
Concluindo-se que
ATA=1 (21)
sendo | amatriz identidade.
Multiplicando ambos os membros de (21) por A™ (adireita) obtém-se
A=A (22)

Quando a inversa de uma matriz coincide com a sua transposta diz-se que a matriz €

ortogonal. Assim se conclui que amatriz de transformacdo A é uma matriz ortogonal.
Vai-se agora proceder a andlise do significado de cada um dos elementos de A.

A expressao (11) pode escrever-se do seguinte modo

x'=> (&%) (29

3
=1
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sendo a;; 0 elemento genérico damatriz A.

Em (12) verifica-se que
3, =¢|¢ (24)

Recorrendo a definicdo de produto escalar tem-se

& | cosler &) (25

a; = &

Umavez que os versores dos referenciai s possuem norma unitaria
3, = coslé.§ ) (26)

e a matriz de transformacéo A pode ser obtida a partir dos cosenos dos angulos entre

versores dosreferenciais S e S'.

cos(/ &) cos(&,&) cos(é,&)
A=|cos§ &) cos&,8) cos&,8) 27)
cos(€,§) cos(&,&) coslé &)

2.3 - Caso particular com Se S' coincidentes

Reproduzem-se em seguida as expressoes (5), (11) e (12)

& =(100)
& =(010) (29)
& =(002)
X'=AX (29)

Ee'z &) (30)

No caso de osreferenciais Se S' serem coincidentes, verifica-se que
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€=6 (31)

X' = Ax (32)

8,
&) (39
&,

Atendendo a(28), verifica-se em (33) que a primeira linha da matriz A contém as

componentes do versor € no referencial S A segunda e terceira linhas contém as

Al

componentes em Sdos versores €, e &

All

Componentesde € emS

Al

A =|Componentesde € emS (34)

(3x3)

Al

Componentesde € em S

2.4 - Matriz detransformagao de uma barrarectilinea no espaco

Nesta seccdo sdo utilizadas as expressdes deduzidas nas seccdes anteriores com 0
objectivo de chegar a matriz de transformacdo de uma barra de trelica3D e de
portico 3D. No ambito da andlise de estruturas pelo método dos deslocamentos,

admitem-se as seguintes hipoteses:

» éconhecida a geometria da estrutura, que € constituida por barras prismaticas de

eixo rectilineo e de sec¢do constante;

» para cada barra, s8o conhecidas as coordenadas dos dois nos extremos, ficando

assim definida alocalizac&o do seu eixo baricéntrico;

» € conhecida a posicdo dos eixos principais centrais de inércia da seccéo

transversal dabarra[2.1].

19



Transformag&o Linear de Coordenadas - Alvaro F. M. Azevedo

Considere-se um angulo (a), que sera definido adiante e que posiciona o referencial

local (principal central deinércia- PCI) em relacdo aum referencial auxiliar.

Assim, vao ser considerados os seguintes referenciais:

S - g - gead
S - a - auxliar (@=0) (35)
S - | - local (PCl)

O referencia gera (g) € aquele em relacdo ao qual todos os pontos e todos os vectores
estdo definidos, sendo os seus versores definidos por (28).

O referencial auxiliar (a), ao qual corresponde um angulo a nulo, tem o primeiro eixo
coincidente com o eixo da barra e 0 segundo eixo perpendicular ao plano vertical que
contem a barra. O terceiro eixo € aquele que faz com gue o referencial sgja directo e

ortonormado. Este referencial sera adiante definido com maisrigor.

O referencial local () tem como primeiro eixo o eixo da barra, sendo os restantes eixos

0S €iX0s principais centrais de inércia da secgdo transversal da barra.

O angulo a define a posicdo do referencial local (I) em relagdo ao referencia

auxiliar (a).

V&0 ser em seguida definidas duas transformacoes:
» transformacdo de g para a;
» transformacdo de a paral.

A primeiratransformacdo é realizada com a seguinte expressao que € semelhante a (32)

X' =T% x° (36)

sendo T* amatriz que transforma as coordenadas de um ponto do referencial g para o

referencia a.

A segunda transformacdo permite obter as coordenadas de um ponto no referencia | a
partir das suas coordenadas no referencia a, sendo semelhante a definida por (11)
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X =T% % (37
Substituindo (36) em (37) chega-se a

X =TT x° (38)
Umavez que se pretende uma matriz de transformacéo de g paral

X =T x° (39)

comparando (38) com (39) conclui-se que

T=T°"T% (40)

Na Figura2.2 € definida a posicdo do referencial auxiliar a em relacdo ao referencia

gera g eabarra.

Fig. 2.2 - Posicéo do referencial a em relagdo ao referencia g.

Em relacéo aFigura 2.2 considera-se ainda o seguinte:
* 0e€Xxogsévertica e orientado paracima;

* 0 eixo baricéntrico da barra é definido pelos nési ej;
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e € em gera vantgoso considerar a convencdo de ser semprei <j. Assim, o
primeiro n6 dabarraé ondi e o segundo € o nd j. Esta convencgao clarifica todo

0 processo de estudo da barra sem |he introduzir qualquer limitacao;

e 0 e€ixoa; coincide com o eixo baricéntrico da barra, i.e., 0 eixo que é definido

pel os centros de gravidade de todas as secgdes transversais da barra;
* 0E€X0a; encontra-se orientado dond i parao nd j;

* 0 eixoa € perpendicular ao plano (gs,a;) e esta orientado de acordo com o

sentido do produto vectorial entre os versores de gs e ay;

* 0 €eiXoag esta contido no plano (gs,a1) e resulta do produto vectoria entre os

versores de a; e ay;
» destaformao referencial (a;,az,a3) € sempre directo e ortonormado.

Para se calcular a matriz de transformacdo deg paraa(36) vai-se recorrer a
expressio (34). Assim, a primeira linha de T* é constituida pelas componentes do

versor a; no referencial g, e assim sucessivamente.

O céculo das componentes do versor a; € feito com base nas coordenadas dos nési ej.
« Coordenadas do n6 i no referencial g: (xi X, x'g)
« Coordenadas do n6 j no referencial g: (xlJ VX, xS‘)

O comprimento da barra € calculado com a seguinte expressao

L= - x) (- ) +(d - ) (41)

O vector a,, que em geral ndo tem norma unitaria, obtém-se por subtraccdo das

coordenadas dos nési ej.
a,=(x -x. Xl =%, % -x) (42)

O versor § obtém-se dividindo o vector a, pelarespectivanorma
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a=a/L (43)
Para posterior referéncia, designam-se as componentes do versor &, por Ay, A; € Ag

a=(AAA) (44)

Tal como foi atras referido, o elxo a, € definido pelo produto vectorial entre os versores

dos eixos gs e a;, sendo g, = (0,0,)

a,=0;xq (45)

Uma vez que deste produto vectorial ndo resulta um versor, € necess&rio dividir o

vector a, pelarespectivanorma

& =a,/|a] (46)

Para posterior referéncia, designam-se as componentes do versor &, por By, B, e B;

4,=(B.B, B, (47)

Para que o referencia a seja directo e ortonormado, calcula-se o versor &, como sendo

o resultado do produto vectorial entre & e &,. Do produto vectorial entre versores

perpendiculares entre si resulta sempre um versor.
8, =4 x4, (48)
Para posterior referéncia, designam-se as componentes do versor &, por C;, C, e Cs
& =(C.C,.C)) (47)

De acordo com o que foi deduzido, os elementos da matriz de transformacéo do

referencial g para o referencial a (36) sdo 0s seguintes

A A A
T%=/B B, B (48)
Cl CZ C3
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O resultado do produto vectorial expresso em (45) é um vector nulo sempre que o
versor §, sgjaparalelo ao versor §,. Supondo que o eixo §, € sempre vertical (hipdtese
considerada atras), esta situagdo singular ocorre sempre que a barra é vertical. Para estes
casos é entdo necessario definir a matriz de transformagdo T* com outro critério. Na

Figura2.3 e na Figura2.4 encontra-se a posicdo do referencia a em relagdo ao

referencial g para os casos da barravertical orientada para cima e orientada para baixo.

A 95= &
j a, 4 =(0,0,1)
i<j / % = (0’1’0)
i 8,=(-1,0,0)

Fig. 2.3 - Posicéo do referencial a em relacdo ao referencial g para o caso da barravertical

orientada para cima.

A Y3

— |, 4,=(0,0.-1)
<] ~

T _a a,=(0,1,0)
2T & =(L,0,0)

j

glzaS
Ya

Fig. 2.4 - Posicéo do referencial a em relacdo ao referencial g para o caso da barravertical

orientada para baixo.

Considerando as seguintes expressdes para os versores do referencial a, ficam cobertas

as duas situacdes esquematizadas nas Figuras 2.3 e 2.4.

<[00 %)= (am.n) (9
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A

4,=(0,1,0)=(B,,B,,B;) (50)
%Z[—@,O,OJZ(CPCZ,CJ (51)

Tal como em (48), amatriz de transformagdo T* é constituida por

A A A
T% =B, B, B (52)
C C G

Procede-se em seguida & definicdo da matriz T que foi referida em (37). Esta matriz

de transformaco relaciona as coordenadas de um ponto no referencia auxiliar (&) com
as suas coordenadas no referencial loca (I). As consideracbes que se seguem
baseiam-se na Figura2.5, em que estdo representados os referenciaisa el. O
referencial | € constituido pelo eixo da barra e pelos eixos principais centrais de inércia
da seccdo transversal.

<]

Fig. 2.5 - Posicdo do referencia | em relagdo ao referencia a.

De acordo com aFigura 2.5, pode-se constatar o seguinte:
* 0sexosa el; coincidem;

» oseixosl; els estdo rodados de um angulo a em relagdo aos eixos a; € as.
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A transformacdo entre os referenciaisa el € um caso de transformacdo entre dois
referenciais distintos do geral. Nesta situacdo pode-se recorrer a matriz definida
em (27), que corresponde a uma transformacdo entre os referenciais S e S'. Neste
caso, o referencial S € o referencial a e o referencial S € o referencia |. A matriz de
transformacdo é neste caso cal culada com base nos cosenos dos angulos formados pelos
eixos dos dois referenciais.

cos(l;,a,) cos{l;,a,) cos{l,,a;)
1" =| cos{l,.a,) cosl,,a,) cos{l,,a,) (53)
cos(l;.a) cos(l,.a,) cosfl;,a,)

De acordo com aFigura 2.5 tem-se

cos(0)  cos(90°) cos(90°)
T" =|cos(90°)  cosla@)  cos(90°-a) (54)
cos(90°) cos(90°+a)  cos(a)

1 0 0
T%=|0 cosa sna (55)
0 -sna cosa

As matrizes de transformagdo T e T encontram-se j& definidas. De acordo
com (40), a matriz de transformacéo T , do referencial geral para o local € definida do

Seguinte modo
T=T°T"% (56)

Tal como foi indicado em (39), a correspondente transformacéo € efectuada com a

seguinte expressao

X =T x° (57)

As expressdes aqui deduzidas e que permitem calcular a matriz T foram baseadas na

informacdo de que € habitual dispor huma andlise de um poértico 3D pelo método dos

deslocamentos, i.e., das coordenadas dos nés e do angulo a.
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Umavez que amatriz T é ortogonal, a transformacgao do referencial local parao geral é

efectuada com a seguinte relacéo

=T"x (58)

I><

2.5 - Consideracbesfinais

As expressdes da matriz de transformacdo deduzidas neste capitulo podem ser
directamente utilizadas na formulacéo da matriz de rigidez de elementos de trelica ou de
portico 3D, bem como na formulagdo dos respectivos vectores de forcas nodais
equivalentes.
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CAPITULO 3

METODO DOS DESLOCAMENTOS EM TRELICAS E PORTICOS

Com o objectivo de apresentar alguns conceitos como o de assemblagem e introducéo
de condicdes de apoio, faz-se agui uma sucinta descri¢do do método dos deslocamentos

aplicado aandlise de trelicas e porticos tridimensionais.

3.1 - Simbologia

Apresenta-se em primeiro lugar um resumo da simbologia adoptada na formulag&o do
método dos deslocamentos em trelicas e porticos.

Tabela 3.1 - Simbologiarelativa ao método dos deslocamentos em estruturas reticuladas.

g |Referencia gera

a |Referencid auxiliar

I Referencia local

[ Primeiro n6 de uma barra

i |Segundo n6é de umabarra

a |Angulo entre eixos dos referenciais auxiliar e local

Coordenadas de um ponto no referencial geral

Xg
X |Coordenadas de um ponto no referencial local
T

Matriz de transformacéo

a |Dedocamento ou deslocamento generalizado

@ |Rotacéo

F |Forcaou forcageneralizada

M [Momento
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a |Dedocamentos nodais, nos graus de liberdade da estrutura, no referencial geral
ag |Deslocamentos nodais, nos graus de liberdade da barra, no referencial geral
a |Dedocamentos nodais, nos graus de liberdade da barra, no referencial local
K |Matriz derigidez da estrutura no referencial gera
Ky [Matriz derigidez dabarrano referencial geral
K, [Matriz derigidez dabarrano referencial local
F |Forcas nodais equivalentes a accdo exterior, nos graus de liberdade da estrutura,
no referencial geral
Fg |Forcas nodais equivalentes a acgéo exterior, nos graus de liberdade da barra, no
referencial gera
F,  |Forcas nodais equivalentes a acgdo exterior, nos graus de liberdade da barra, no
referencial local
L |indice correspondente aum grau de liberdade n&o prescrito (livre)
P |indice correspondente aum grau de liberdade prescrito
R |Reacgdo num apoio da estrutura
n  |NUmero de graus de liberdade ndo prescritos (livres)
p |NUmero de graus de liberdade prescritos
E |Mddulo de Young de um material
A |Areada seccdo transversal de umabarra
L |Comprimento de umabarra
G [Modulo de distor¢do de um material

Momento de inércia da seccéo transversal de umabarra

Momento de inércia de tor¢cdo da seccéo transversal de umabarra
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3.2 - Referenciais

De acordo com o que foi descrito no Capitulo 2, na formulacdo da matriz de rigidez de
uma barra de eixo rectilineo e de seccdo constante sdo considerados dois referenciais
directos e ortonormados:. o geral (91,02,03) € 0 loca (I1,12,13). O referencial geral é aquele
em que se encontram expressas as coordenadas de todos os nOs que depois sdo
utilizados para definir a posicdo das barras. O referencial local é definido pelos
seguintes eixos: |; € 0 eixo dabarrael, e l3 s80 0s eixos principais centrais de inércia da

seccao transversal dabarra (ver aFigura3.1).

Fig. 3.1 - Barrai j, referencial geral g e referencial local |.

Considera-se habitualmente, sem perda de generalidade, que a barra definida pelos nés i
ej tem o ndi coincidente com a origem dos dois referenciais e 0 N6 j sobre 0 semi-eixo
positivo ;. E também habitual considerar que o nimero do né i € inferior ao niimero do
noj (i <j).

Os eixosl;, el; podem ser trocados entre s, tendo em atencdo que o referencia local
deve ser sempre directo. A troca del, com |3 obriga a trocar entre si os valores dos
momentos de inércia em relagdo al, els. Em qualquer dos casos é necessario definir

criteriosamente o angulo a (ver o Capitulo 2).
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A transformacdo de coordenadas entre os referenciaisg el € efectuada com a seguinte

expressdo em que T € amatriz de transformagao (3x3) definidatambém no Capitulo 2.
l(l = I )_(g (1)

Nesta expressdo, X, S30 as coordenadas de um ponto no referencia g e x, sdo as

coordenadas desse mesmo ponto no referencia |. A equacdo (1) também pode ser
utilizada para transformar as componentes de um vector do referencial g para o

referencid .

3.3- Grausdeliberdade

Num ponto do espaco pertencente a um corpo sujeito a deslocamentos e deformacoes

podem ser considerados seis graus de liberdade (trés de deslocamento e trés de rotacéo).

o)
1

(2)

D I\)% DL m?" o

L Lo PP

Designa-se por deslocamentos generalizados o agrupamento dos trés deslocamentos e

das trés rotagOes num sb vector com seis componentes (ver aFigura 3.2).

Fig. 3.2 - Deslocamentos generalizados.
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No estudo de um pértico 3D séo considerados os seis deslocamentos generalizados em
cada ponto nodal (da barra ou da estrutura). O caso da trelica 3D, em que apenas sa0
considerados trés deslocamentos em cada ponto nodal (as, a, € ag), pode ser adaptado do
portico 3D, bastando eliminar tudo o que diz respeito a rotacdes e momentos. Para se
passar da trelica3D para a trelica2D basta suprimir tudo o que diz respeito a um dos
trés graus de liberdade. Os porticos 2D, grelhas e vigas continuas sdo também

simplificagBes do caso do portico 3D.

Por ser o0 caso mais genérico, de aqui em diante apenas se desenvolve a formulacdo da
barra de portico 3D.

Em correspondéncia com os seis deslocamentos generalizados, sdo consideradas seis

forcas generalizadas (3 forgas e 3 momentos), que se representam na Figura 3.3.

Fig. 3.3 - Forgas generalizadas.

Na Figura 3.4 encontra-se representada uma barra de dois nés (i ej). Em cada né séo
considerados seis graus de liberdade em correspondéncia com os seis deslocamentos

generalizados (2). Assim, o nimero de graus de liberdade da barra é doze.
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Fig. 3.4 - Graus de liberdade da barrai j no referencial local.

Em correspondéncia com os doze graus liberdade representados na Figura 3.4, tém-se

também as forcas e 0s momentos que actuam nas extremidades da barra.

3.4 - Matriz detransformacéo

A matriz detransformacéo T referidaem (1) € umamatriz 3x3 cujos componentes séo

Ty T T
T=Ty Tp Ty 3)
Ty Tp Ty

N
N
N

A transformacdo dos doze deslocamentos generalizados representados na Figura 3.4
pode ser efectuada com a seguinte relacdo, desde que a matriz de transformacéo T

passe a ser umamatriz 12x12 constituida pela repeticdo de (3) quatro vezes.

a = T a
) (22) (129) 4)
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al] [T, T, T,|0 O 0|0 O O[]0 0 Of[a?]
a| [Ty T, Tx|O0 0 0|0 O 0|0 0 O]fa’
a| [Ty T, Tw|0O 0 0|0 0 0|0 0 O0]}al
al |0 0 O[T, T, T,| 0O O 0|0 O oOf|a
aall |0 0 0T, T, T,/0 0 0|0 0 O]f|al
a,l |0 0 0|T, T, T,/ 0 0O 0|0 0 O]f|ag
al|lo o o[0 O O[T, T, T,/0 0 oOf|a® (5)
al, 0 0 0/0 O O|Ty T, T,,/0 0 O}|ag
al 0 0 0/0 O O|T, T, T/ 0O 0 O}ag
a,/l |0 0 o[0 0 0|0 O O[T, T, T.l|lag
a,l] [0 0 0[O0 0 0[O0 O O[T, T, T.|las
a,] |0 0 0[O0 0 0|0 0 0T, T, Ty|al]

3.5- Matrizderigidez e vector solicitacéo

Supondo o caso de uma barra de eixo rectilineo e sec¢do constante, a respectiva matriz
de rigidez no referencial local (K, ), bem como o vector de forgas nodais equivalentes a
diversos tipos de accoes (E| ) podem ser directamente obtidos com base num formulério

de estruturas [3.1] (ver também as Seccdes 3.9 e 3.10). Assim, parte-se do principio que

sedispbe damatriz K, edo vector F,, que serelacionam com a habitual equacéo

K a =F (6)

(12<12) (12x1) (12x1)
sendo a, o vector dos deslocamentos generalizados da barra no referencial local.

As equaces (4) e (5) sdo validas, quer para os deslocamentos generalizados, quer para

as forcas generalizadas, tendo-se também

F =T F ©)

(12x1) (12x12) (12><€_‘JL)

Umavez que amatriz de transformacéo € ortogonal, i.e.

TT=T" ®)
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multiplicam-se ambos os membros de (7) por T ' e obtém-se

F, =T F (9)

(123) (12x12)  (12%1)

Substituindo em (9) a equagéo (6)
(1%1) ) (15'2) (Sll) (10)
resulta
F, =T K a (12)
(12a) (1242) (1242) (124)
Substituindo (4) em (11) chega-se a
F,=T K T a (12)
(1<) (1242) (12x2) (12x12) (12:)
Umavez que arelacdo derigidez da barrano referencial geral é
(1%32) (1%31) ) (Exgl) (13)

Da comparagdo de(12) com (13) conclui-se que a matriz de rigidez da barra de

portico 3D no referencia geral é dada por

_ T
Ke=1T K T (14)

(12xfz) (12x12) (12<12) (12x12)

O vector solicitagéo F , pode ser caculado com a expressao (9).

Depois de serem conhecidos os deslocamentos a,, € possivel calcular as acges nas

extremidades das barras no referencia local, recorrendo a seguinte expressdo, que

resulta da substituicéo de (4) em (10)

FE =K T a

(12x1) (12x12) (12x12) (1271)

(15)
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3.6 - Assemblagem da matriz derigidez global e do vector solicitacao

Depois de calculadas todas as matrizes de rigidez das barras no referencial geral com
recurso a expressao (14), é necessario proceder ao célculo da matriz de rigidez global da
estrutura. Uma operacdo semelhante tem de ser efectuada com os vectores solicitacéo

das diversas barras.

A assemblagem na matriz de rigidez global das matrizes de rigidez das diversas barras é

em seguida apresentada com base no exemplo da Figura 3.5.

1 a
OS> o> 2
—>F —F

Ae%

— F
LI
i

D

&Q@

Fig. 3.5 - Assemblagem num exemplo unidimensional.

A estrutura representada na Figura 3.5 € unidimensional, tem quatro nés (1 a4) e quatro
barras (AaD). Cada barra tem as suas caracteristicas, nomeadamente, 0 modulo de
Young (E), a &rea da seccdo transversal (A) e o comprimento (L). Em cada n6 existe um
unico grau de liberdade. Em correspondéncia com os quatro graus de liberdade existem
guatro deslocamentos nodais(a) e quatro forgas nodais equivalentes a accdo

exterior (F). Cada barratem dois graus de liberdade (um em cada extremidade).

Para cada barra € conhecida a matriz de rigidez (2x2) no referencial geral, cuja

designacéo se simplifica de acordo com

Fh AT

Barra A1 K"=| "™ f:[ph Al"} (16)
K21 K22 %l %2
Fes ke

Barra B: K®=| 152:{::11 :lﬂ (17)
_K21 K22 21 22
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KE KS| [Cy C

Barra C: K®=| % "= Cll Clz} (18)
Ka Kzl [Ca Cyp
K K2| [D, D

Barra D: K°=| M /= Dll Dlz} (19)
Ky Kz] [Pa 2

Atendendo a numeracdo global dos graus de liberdade (1 a4), as matrizes de rigidez das

barras passam a ser
‘A, A, 00
A A, 00
Barra A(1-2): K"= 2
-2} K 0O 0O OO (20)
10 0 0O
0 0 0 O]
0 0
Barra B(2-3): K®= Ba By (21)
0 B, B, O
0 0 0 O]
0 0 0 O]
c |00 0 O
Barra C (3-4): K®= (22)
0 0C, C,
10 0 Cy Cy]
0 0 0 O
0 D, 0 D
Barra D (2-4): K° = . N
(2-4) K 0O 0 0 O (23)
10 D, 0 D,
O vector dos deslocamentos em todos os graus de liberdade da estrutura &
a= (24)

L H P
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a a a
o> 1 o> 2 o> 3 o> 4
B B C C
A A F F F F
2 1 2
F1 F2 1 B C
—> —> q —> —
J— ] ]

Fig. 3.6 - Vectores das forcas nodai s equival entes a acgOes exteriores.

Atendendo a numeracdo global dos graus de liberdade, os vectores das forgcas nodais

equivalentes as accles nas diversas barras sdo (ver a Figura 3.6)

FA

A
a_|F

Barra A(1-2): F"= (25)

Barra B(2-3): F®= (26)

Barra C (3-4): F¢= (27)

Barra D (2-4): FE° 0

(28)

Os vectores e matrizes indicados em (20)-(28) relacionam-se entre si de acordo com as
seguintes equacoes
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K*a=F" (29)
K®a=F"® (30)
K®a=F° (31)
K" a=F° (32)

A soma dos primeiros membros das equagdes (29)-(32) é igua a soma dos seus

segundos membros, resultando

C D

K*a+Ka+Ka+K”a=F'+F®+F°+F° (33

i (34)

I
3|
>
=+
)
[ve]
+
T
+
]

K" + K® + K + K°)a
Umavez que arelacéo de rigidez envolvendo todos os graus de liberdade da estrutura é
Ka=F (35)

conclui-se que

K® + K + K" (36)

[=
I
[~
>
+

F=F"+F +F° +F’ (37)

Adicionando as matrizes (20)-(23) de acordo com (36) chega-se a

A A, 0 0
ﬁ — AZl A22 + Bll + Dll BlZ D12 (38)
0 B21 BZ2 + C:11 C:12
0 D21 C21 C:22 + D22

Adicionando os vectores solicitagdo (25)-(28) de acordo com (37) chegasea
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A
F2A + FlB + FlD
FZB + Flc
cm + F2D

E= (39)

O procedimento de assemblagem agui exposto € generalizavel ap caso em gue existem
seis graus de liberdade em cada nd. Para esse fim, é suficiente considerar que, por

exemplo, C;, em vez de ser um escalar € uma matriz 6x6 contendo os elementos da
matriz K que relacionam os graus de liberdade do né 1 com os graus de liberdade do

no 2.

3.7 - Introducao das condicdes de apoio

O sistema de equacdes (35) ainda ndo pode ser resolvido, porque falta entrar em linha
de conta com as condicbes de apoio da estrutura. Estas condi¢bes fronteira
correspondem a apoios fixos ou assentamentos de apoio. Os apoios fixos podem sempre
ser tratados como assentamentos de apoio de valor nulo. Por este motivo, no

desenvolvimento que se segue apenas sao referidos os assentamentos de apoio.

O sistema de equagdes (35) relaciona forgas e deslocamentos que se encontram no
referencial geral, englobando todos os graus de liberdade da estrutura. Tendo em vistaa
consideracéo das condicdes de apoio, os graus de liberdade da estrutura séo divididos

em dois grupos:
e L - grausde liberdade ndo prescritos (livres)

* P- grausdeliberdade prescritos

Assim, o sistema de equacdes (35) passa ater a seguinte organizacao por blocos

cooe - [epefalE )
KPL KPP ap EP BP
Em (40), a, é o vector que engloba os deslocamentos segundo os graus de liberdade

ndo prescritos e a, engloba os prescritos. O mesmo tipo de subdivisdo é efectuado com

0 vector das forcas nodais equivalentes a accéo exterior (F ). O vector adicional em que
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figura R, contém as reaccBes de apoio, que consistem nas forcas (ainda desconhecidas)

gue fazem com que os deslocamentos em apoios assumam 0s val ores prescritos.

Designando por n 0 nimero de graus de liberdade ndo prescritos e por p 0 nimero de
graus de liberdade prescritos, sdo especificadas na Tabela3.2 as dimensdes das

sub-matrizes que figuram em (40).

Tabela 3.2 - Dimensdes das sub-matrizes presentes em (40).

K., - (nxn)

Ker - (nxp)

KPL - (pxn)

ﬁpp - (pxp)

gL!EL - (nXl)

Q—mEpaBP - (le)

Esta divisdo em sub-matrizes obriga a fazer uma reorganizagéo das linhas e das colunas

damatriz K que figuraem (35), bem como das componentes dos vectores a e F .

Na Tabela 3.3 é apresentado o significado dos elementos das quatro sub-matrizes de K
indicadas em (40).

Tabela 3.3 - Significado dos elementos das sub-matrizes de K indicadas em (40).

Deslocamento unitério Forgas de fixagdo
imposto segundo um num grau de
grau de liberdade: liberdade:
K. Livre Livre
Kp Livre Prescrito
Kn Prescrito Livre
Koo Prescrito Prescrito

No novo sistema de equagbes indicado em (40), as incognitas sdo a, e R,. Os

elementosde K, a,, F, e F, tém valores conhecidos.

42



Método dos Deslocamentos em Trelicas e Porticos - Alvaro F. M. Azevedo

O sistema de equacdes (40) pode ser escrito do seguinte modo
Kia +Kpa = F, (41)
Kea +Kpap = Fp+Rp (42)
A equacdo (41) pode ser rescrita do seguinte modo
Kypa =F -Kpap (43)

Em (43), K,, é uma matriz quadrada, que em geral € ndo singular, a, € o vector das
incognitas e os valores dos vectores e matrizes que estdo no segundo membro sdo
conhecidos. Por este motivo, (43) constitui um sistema de equacdes lineares, que depois

de resolvido fornece os valores dos deslocamentos g, .
A equacdo (42) pode ser rescrita do seguinte modo

Re = Koo a +Kppap —Fp (44)

Uma vez que os deslocamentos a, ja sdo conhecidos, esta expressdo fornece os valores

das reaccdes em graus de liberdade prescritos (R, ).
O modo de introducéo das condicdes de apoio aqui descrito tem as seguintes vantagens:

» na fase do processo que requer um maior volume de célculos e uma grande
guantidade de memdria de armazenamento, i.e., na fase de resolucéo do sistema

de equactes (43), 0 nUmero de equacdes e incognitas € n em vez de ser n+p;

* em comparacdo com 0 método em que € adicionado a diagonal principal de K
um numero elevado, o método agui proposto apresenta menos problemas
numericos, principa mente quando se utilizam métodos iterativos para resolver o

sistema de equagoes.

A principal desvantagem do método aqui proposto € a necessidade de agrupar os
elementos de K em diversas sub-matrizes. Esta nova arrumagdo causa algumas

dificuldades, principalmente quando se utilizam técnicas de armazenamento esparso, em

banda ou em perfil.
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3.8 - Faseamento da andlise de um pértico 3D

Tendo em vista a andlise de uma estrutura do tipo portico 3D pelo método dos

deslocamentos, sugere-se 0 seguinte algoritmo

- Para cada barra:

* Cacular amatriz detransformacdo T (3) e em seguida calcular (5)

» Cadcular amatriz derigidez da barra, no referencial local (K, )

» Calcular amatriz derigidez da barra, no referencial geral (K ) com (14)
* Assemblar (K,) em (K) (ver aSecgéo 3.6)

e Cdcular o vector das forgas nodais equivalentes a accdo exterior na barra, no
referencial local (F,)

» Cacular (F,) com(9)

Assemblar (F ;) em (F ) (ver a Secgéo 3.6)

- Introduzir as condicbes de apoio (ver a Seccdo 3.7)

- Resolver o sistema de equacdes lineares (43), determinando assim os deslocamentos
- Calcular as reaccdes nos apoios com (44)

- Para cada barra:

* Passar os deslocamentos rel ativos a barra corrente do vector a parao vector a,

» Cadcular (F,) com (15)

-Fim

Embora sgja possivel utilizar o procedimento sugerido sem recursos informéticos, € hoje
em dia preferivel implementé-lo por intermédio de um programa de computador. Neste

dominio surgem muitas alternativas, tais como a seleccdo da linguagem de
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programacdo, 0 modo de criar os dados do problema, o0 modo de armazenamento da
informacdo, as técnicas numéricas utilizadas, o0 recurso ou ndo a bibliotecas de

operagoes matriciais, etc.

3.9-Matrizderigidez deumabarradetrelica 3D noreferencial local

Na Figura 3.7 encontra-se representada uma barra de trelica espacial, de eixo rectilineo
e seccdo constante. A sua matriz de rigidez (45), expressa no referencia local |, depende
das seguintes grandezas:

e E- mdbdulo de Young, constante em todos os pontos da barra;

* A- aeadaseccao transversal dabarra, considerada constante;

e L - comprimento da barra.

1]
7 —

1<

Fig. 3.7 - Trelica 3D: graus de liberdade da barrai j no referencial local.

EAL 0 0 -EAIL 0 O

0O 00 0 00O
« =| 0 00 0 o0 )
= T|-EAIL 00 EAL 0 O

0O 00 0 00O

0 00 0 00
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3.10- Matrizderigidez deuma barra de portico 3D no referencial local

Na Figura 3.8 encontra-se representada uma barra de pértico espacial, de eixo rectilineo
e seccdo constante. A sua matriz de rigidez (46)-(50), expressa no referencial local |,
depende das seguintes grandezas.

e E - modulo de Y oung, constante em todos os pontos da barra;

* A- areadaseccdo transversal dabarra, considerada constante;

e L - comprimento dabarra;

e G- modulo dedistorcdo [3.2];

* |, - momento de inércia da seccdo transversal da barraem relacdo ao eixo Iy;

* I3- momento de inércia da seccdo transversal da barraem relacdo ao eixo I3;

* |- momento deinércia de tor¢cdo da seccdo transversal dabarra[3.3] [3.4].

Nota: |, e l3 s80 eixos principais centrais de inércia da seccéo transversal dabarra.

<]

Fig. 3.8 - Portico 3D: graus de liberdade da barraii j no referencial local.

_ KK
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EA/L 0 0 0 0 0
0 12El,/L° 0 0 0 6El, /L’
i~ | 0 0 12EL,/L° 0  -6El,/L® 0
=0 0 0 Gl,/L 0 0
0 0 -6El,/L> 0 4El, /L 0
0 BEl/L 0 0 0 4El,/L |
[—EA/L 0 0 0 0 0 ]
0 -12El,/L° 0 0 0 6El, /L’
i | 0 0 -12E,/L° 0  -6ElL/L? 0
= 0 0 0 -Gl,/L 0 0
0 0 6El, /L 0 2El,/L 0
0 -6ElL/L 0 0 0 2El,/L |
K" = (K:I)T
[EA/L 0 0 0 0 0 |
0 12EL,/L° 0 0 0  -6El/L
i | 0 0 12E1,/L° 0  6El,/L” 0
= 0 0 0 Gl,/)L 0 0
0 0 6El,/L> 0  4El,/L 0
| 0 -6El,/L? 0 0 0 4El,/L |

3.11 - Consider agdesfinais

(47)

(48)

(49)

(50)

Neste capitulo ndo foi considerada a possibilidade da a barra apresentar eixo ndo

rectilineo, nem o facto de a seccéo transversal ser variavel ao longo do eixo da barra.

N&o foi também considerada a contribuic¢éo das tensdes tangenciais para a deformagéo,

habitualmente designada deformagdo por esforco transverso. A inclusdo destas

caracteristicas faz com que a formulacdo apresentada neste capitulo perca a

simplicidade atras evidenciada. Mais adiante serdo apresentadas formulagdes da matriz

de rigidez de uma barra recorrendo a técnicas especificas do Método dos Elementos

Finitos, em particular a formulacgéo de viga de Timoshenko. Com este tipo de elementos

de barra é possivel ter em consideracdo a deformagdo por esforgco transverso, 0 eixo

curvilineo e a seccéo variavel.
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CAPITULO 4

ELEMENTOS FINITOS UNIDIMENSIONAIS

Antes de expor o método dos elementos finitos (MEF) de um modo aplicavel a meios
continuos bidimensionais e tridimensionais, apresenta-se com algum detalhe o caso
unidimensional. Quando apenas se considera uma dimensdo, 0 método resultante ndo
tem grande interesse pratico, mas serve como introducdo as técnicas que mais adiante

Serdo expostas para 0s casos mais geneéricos.

O método dos elementos finitos, que adiante sera exposto, baseia-se no método dos
deslocamentos e na discretizacdo de uma estrutura em sub-estruturas. Cada uma dessas
sub-estruturas designa-se por elemento finito e tem comportamento conhecido, sendo o
comportamento do todo considerado como a soma das partes. Cada elemento finito
tem n nos, sendo apenas considerados explicitamente os deslocamentos generalizados
nesses nos. Os deslocamentos nos restantes pontos do elemento finito obtém-se por

interpolacdo dos deslocamentos dos nos.

4.1 - Simbologia

Apresenta-se em primeiro lugar um resumo da simbologia adoptada na formulag&o do

método dos e ementos finitos.

Tabela4.1 - Simbologia relativa ao método dos elementos finitos.

n NuUmero de nés do e emento finito

L Comprimento da barra prismatica

X Coordenada cartesiana

u Campo de deslocamentos

a Dedlocamento nodal

N Funcéo interpoladora ou fungdo de forma
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£ Deformagéo

B Matriz de deformacéo

L*  |Operador diferencia (L*=d/dx)

Vv Volume da barra prismética

o Tensdo normal

p Accdo exterior distribuida por unidade de comprimento

F Forcas nodais equivalentes a acgdo exterior, nos graus de liberdade do

elemento finito, no referencial local

A Area da seccao transversal da barra prismética

E M ddulo de elasticidade ou médulo de Y oung

D Matriz de elasticidade (g = D ¢)

K Matriz de rigidez do elemento finito no referencial local

c Coeficiente de um termo de um polinémio

X Coordenada cartesiana de um né de um elemento finito
S Coordenadalocal

E Modulo de elasticidade num n6 do elemento finito

A Area da secgo transversal num no do e emento finito

J Jacobiano datransformacéo (J=d x/ds)

4.2 - Funcdes inter poladoras ou fungdes de forma

Na Figura4.1 encontra-se representado um elemento finito unidimensional com dois

nos e com comprimento L = 2.
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u (x)

——>
al.%% .%%az X
@ L=2 @
e
(x=-1) (x=1)

Fig. 4.1 - Elemento finito unidimensional de dois nos.

O Unico eixo coordenado que € considerado é o eixox, ocorrendo todos os
deslocamentos paraelamente ax. A funcdo u(x) corresponde a0 campo de

deslocamentos, verificando-se 0 seguinte

D

sendo portanto a; e a, 0s deslocamentos dos nés.

Considere-se agora, como aproximagao, que alei de variagdo do deslocamento entre 0s
nos1 e 2 é linear. Nestas circunstancias, a seguinte funcéo u(x) representa o campo de
deslocamentos porque € linear em x e respeita (1)

_ata,  3,-3
u})= =0+ = x @

Os vaores numéricos dos parametrosa; ea, passardo a ser conhecidos depois de
analisada a estrutura.

Colocando a; e a, em evidénciaem (2), chega-se a seguinte expressao

u(x):(%—%xjai+(%+%x)a2 ©)

Em (3) tem-se uma soma de produtos de fungbes lineares de x pelos deslocamentos

nodais a; € a,.
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A equacdo (3) pode ser escritaem formamatricial

u(x):E—%x %+%x}[:j (4)
(=N w2 ®
sendo
N ==
1 1 ©
N, (x) = PR
u=Na (7)
N= [Nl(x) Nz(x)] :[Nl Nz.l 8

(9)

f}
1
—
)
[

&

O gréfico das funcdes lineares N; e N, indicadas em (6) encontra-se representado na
Figura4.2.
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Nl(X) N2(X)

1 11
/
| \ X / X
1

-1 1

Fig. 4.2 - Gréafico das fungdes Ny(X) e Nx(X).

A principal caracteristica dos graficos das funcdes Ni(X) eNx(X) é salientada na
Tabela 4.2 e consiste no facto de a funcéo Ny(X) assumir o valor unitario no nd 1 e nulo
nos restantes nos. A fungdo Ny(X) assume o valor unitério no nd 2 e nulo nos restantes
nos. Esta caracteristica sera clarificada adiante quando se apresentarem exemplos de

elementos finitos com mais do que dois nos.

Tabela 4.2 - Caracteristicas das funcfes Ny (X) e Nx(X).

X -1 1
N1(X) 1 0
N2(X) 0 1

Apresentam-se em seguida as fungdes de formaN;(X) e No(x) para o caso da barra de
dois nés de comprimento L (ver aFigura4.3).

u(x)
—o—>
a1 ——> ——> a2 X

@ ©)
[

/(x=-u2) x=L/2)

Fig. 4.3 - Elemento finito unidimensional de dois nés com comprimento L.
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De um modo semelhante ao que foi descrito para o elemento de comprimento L = 2,

tem-se sucessivamente

1
5 1 (10)
1 1 1 1
= = -= +| =+ =
u(x) (2 LXJ@ (2 LXJ% (11)
1 1 1 1 q
= - - — 4+ =
u(x) {2 C X >t x} [aj (12
1 1
N,(x)==-=
=2 T x
(13)
1 1
N,(x)==+=
(=3+ 1 x
4.3 - Campo de defor macoes
O campo de deformactes na barra é definido do seguinte modo
E = ﬂ 14
dx (14)
Atendendo a (5) tem-se
_d
£=——[N,(x)a + N,(x) a,] (15)

dx

Umavez que os deslocamentos nodais a; e a; hdo dependem de x, da derivagdo resulta

J_dN, dN,

dx dx (16)

gue em notacdo matricial fica

[N, dN &
Lo wlal ®
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Designando por B amatriz

dN dN
B — 1 2
- [ dx dx } (18)
e atendendo a (9), tem-se
£=Ba (19)

Designando por L * o seguinte operador diferencial

L*= % (20)
aequacdo (14) escreve-se
e=L"u (21)
Atendendo a(7) tem-se
e=L*Na (22)

Comparando (22) com (19), conclui-se que
B=L'N (23)

De acordo com (18) e com (6), para 0 caso da barra de comprimento L =2, os

elementos damatriz B s&0 0s seguintes

aN, _ 1
dx 2
(24)
dN, 1
dx 2
11
5-[ : 5} (25)

No caso da barra de comprimento L, de (18) e (13) chega-se a

55



Elementos Finitos Unidimensionais - Alvaro F. M. Azevedo

dN, _ 1
dx L
(26)
dN, _ 1
dx L
1 1
B=| —-— -
Be[-1 2] @)
De(9), (19) e (27) conclui-se que, no caso da barra de comprimento L, se tem
_ _ 1 l1||&|_a-a _AL
—Ba=| -= = =% 9 _"=
£-t8 { L L}Lj L L (28)

Neste exemplo simples, a expressdo do campo de deformacdes corresponde ao que se
considera habitualmente para uma barra sujeita a um esforco axial. Uma vez que € ndo

depende da coordenada x, este el emento finito apresenta deformacao constante.

4.4 - Principio dos trabalhos virtuais

Considere-se um corpo sujeito a um conjunto de forgas de volume e de superficie que
Ihe provocam uma deformacdo. Com base no seu estado de equilibrio estético, a
configuracéo do corpo é modificada por um conjunto de deslocamentos muito pequenos
e compativeis com as condicdes fronteira, que se designam deslocamentos virtuais. O
principio dos trabalhos virtuais ou principio dos deslocamentos virtuais estabelece que o
trabalho realizado pelas tensdes internas na deformagdo virtual do corpo € igua ao
trabalho realizado pelas forgas exteriores nos deslocamentos virtuais dos seus pontos de
aplicacdo [4.1] [4.2]. De um modo mais simplista € comum afirmar que o trabalho

interno de deformagdo é igual ao trabalho externo das forcgas aplicadas.
Trabalho Interno = Trabalho Externo (29)

Apresentaase em seguida uma versdo simplificada do principio dos trabalhos
virtuais (PTV) adaptada ao caso das barras sujeitas a deslocamentos e forgas apenas
axials. Nas expressdes que se seguem, o prefixo d indica que os deslocamentos ou

deformagdes séo virtuais.
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T _ T
Ivdg ogdVv —'[Ldg pdL (30)

Nesta expressdo 0 vector d¢ apenas tem a componente correspondente a extensao
segundo o0 eixo da barra, o vector g apenas contem a tensdo norma na seccéo
transversal da barra, 0 campo de deslocamentos (Ju ) e a accéo exterior distribuida(p)

apenas referem a componente segundo o eixo dabarra (ver aFigura4.4).

—o—> U(X)

Fi1 F>
. @

4(x_-L/2) (x=L/2)

Fig. 4.4 - Elemento finito unidimensional sujeito a uma acgéo axial uniformemente distribuida.

Neste caso a expressdo do PTV (30) passa a ser a seguinte

IvésTadV:ILdqudL (31)

45- Matriz derigidez e vector solicitacdo

Com base no principio dos trabalhos virtuais apresentado na secgdo anterior, vai-se em
seguida proceder a deducdo das expressdes da matriz de rigidez e do vector solicitacdo

gue sdo utilizados no método dos deslocamentos.
Designando por A a érea da seccéo transversal da barra, tem-se

dVv = Adx (32
Umavez que o eixo da barra coincide com o eixo x, tem-se

dL=dx (33)
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A equacdo (19) referida a deformagdo virtual € a seguinte
oc=BJda (34)
gue € equivaente a
oe" =0a' B' (35)
A relacdo constitutiva ou relacdo tensdo-deformacao é neste caso
og=D¢ (36)

apresentando a matriz de elasticidade D apenas um elemento que consiste no médulo de
Y oung (E).

Substituindo (19) em (36) tem-se
c=DBa (37)
A equacdo (7) referida a deformacdo virtual é a seguinte
Ju=N Jda (38)
gue € equivalente a
ou" =0a' N’ (39)

Substituindo todas estas equagdes em (31) passaater-se 0 PTV expresso por

+L/2 +L/2
[sa'B'DBaAdx = [sa"N"pdx (40)

-L/2 -L/2

Uma vez que os deslocamentos nodais ndo dependem de x podem passar para fora do
integral
+1/2 +L/2

sa’ [B'DBAdxa=da [N pdx (41)

-L/2 -L/2
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De acordo com oPTV, a equacdo (41) é verdadeira para qualquer conjunto de

deslocamentos virtuais, concluindo-se assim que

+L/2

[B'DBAdxa-= ju (42)
-L/2

-L/2

Comparando esta equacdo com a relacdo de rigidez que é utilizada no método dos

deslocamentos

tem-se no caso da barra unidimensiona

2
K= [B'DBAdX (44)
2

F= [N"pdx (45)
2

As expressdes (42)-(45) sdo aplicavels quando as seguintes grandezas sdo variaveis ao
longo da barraa moédulo de Young(E), é&ea da seccdo transversa (A) e carga
distribuida (p).

Apresenta-se em seguida o desenvolvimento das expressdes (44) e (45) para o caso de

E, A e p serem constantes.

+L/2

K=EA [B'Bdx (46)
-L/2
Atendendo a (27)
+L/2 _]/L
ﬁ—EAM ]/L}[—J/L YLl dx (47)

£=[ EA/L —EA/L} )

~EA/L EA/L
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Neste caso simples os elementos da matriz de rigidez coincidem com 0s gque se obtém

directamente pelo método dos deslocamentos.

Partindo de (45), tem-se neste caso em que p € constante
+L/2

F=p [N'dx (49)

-L/2

Atendendo a(8) e a (13) tem-se

1 1
———X
+L/2 2 |_
E=p dx (50)
te|1, 1)
2 L
pL
2
E= (51)
pL
2

Esta expressao também coincide com a que se obtém por processos mais simples.

4.6 - Elemento finito unidimensional com trés nés

Considere-se o elemento finito unidimensional com trés nés representado na Figura 4.5,

Cujo comprimento é L = 2.

——>
a a, 8, X
——> —o—> ——>
@ @ @
@ @ ®
x=-2 (x=0) x=1)
L=2

Fig. 4.5 - Elemento finito unidimensional de trés nos.
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De um modo semelhante ao que foi apresentado na Seccdo 4.2, considera-se que a

funcdo u(x) é aproximada pelo seguinte polinémio de segundo grau
u(x) = ¢, +g x+c, X2 (52)

Pretende-se que a funcdo (52) respeite nos nos os valores dos respectivos
deslocamentos, sendo
a
u( 0)=a, (53)
a
Atendendo a (52) tem-se

a
G+c(0)+c,(0)=a (54)
3,

gue é equivalente a

1 -1 1}|¢g a
1 0 Of|c|=|a (55)
1 1 1j|c a,

Explicitando ¢y, c; e c, tem-se
C, 0 1 O0|la
c|=|-05 0 05| 4 (56)
c, 05 -1 05]|a
Substituindo as expressdes de ¢y, ¢; e ¢; em (52), chega-se a
u(x) = a, +(-05a, +05a,) x +(0.5a, — a, + 0.5a,) X* (57)

gue € equivalente a

u(x) = (05x* -05x)a, +(1-x*)a, + (0.5%* +05x)a, (58)
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Em notacdo matricial tem-se

a
ux) = [05x-05x  1-x* 05X +05x]|a, (59)
a
Considerando
a
u() = [NG)  Ny(x) No(x)] | (60)
a
tem-se
1., 1
N, (x) = SX X
N,(x)=1- x? (61)
Ns(x):% X +% X
Neste caso
N=[N() N N(]=[N N, N (62)
u=Na (63)
a
a=|a, (64)
a

Na Figura 4.6 estdo representados os graficos das funcdes Ni(X), N2(X) e N3(X) indicadas
em (61)
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M Ny(%)
1+
X
vl—>
-1 1
A Ny(X)
1
X
-1 1
 N3(X)
l ——
X
——
-1 1

Fig. 4.6 - Gréfico das funcdes Ny(X), Na(x) e N3(X).

Na Tabela 4.3 encontram-se algumas caracteristicas das func¢fes de forma representadas

na Figura 4.6 (comparar com a Tabela 4.2).

Tabela 4.3 - Caracteristicas das funcBes Ni(X), No(X) € Na(X).

X -1 0 +1
N2(x) 1 0 0
N2(x) 0 1 0
N3(x) 0 0 1
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Generalizando a expressdo (18) para o caso do elemento de trés nos, resulta

dN dN dN
B - 1 2 3
- { dx dx dx } (63)
Atendendo a (61), os elementos damatriz B sdo neste caso 0s seguintes
1 1
B=|x-= -2X X+ =
= [ 5 2} (66)

O célculo da matriz derigidez K e do vector solicitacdo F pode ser efectuado por um

processo semel hante ao indicado na Secgdo 4.5, ndo sendo aqui desenvolvido.

4.7 - Elemento finito unidimensional com substituicéo de variavel

Na Figura 4.7 encontra-se representado um elemento finito unidimensional com trés nos
e geometria qualquer.

u(¥

®‘ji
®.ji
Or)

(x

) (x=x,) (x=x)

i
X

Fig. 4.7 - Elemento finito unidimensional de trés ndés com geometria arbitréria.

As coordenadas dos nds sd0 X;, X, e X,. Tal como nos casos descritos anteriormente, E

representa 0 médulo de Young, A € a &ea da seccdo transversal ep € a acgdo axia

distribuida. Todas estas grandezas podem eventual mente depender de x.

E possivel calcular a matriz de rigidez K e o vector solicitagio F com (44) e (45),

utilizando como variavel a coordenadax. Contudo, e tendo em vista a generalizagdo
deste estudo aps casos bidimensionais e tridimensionais, vai ser efectuada uma

substituicdo de variavel do tipo
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X - x(s) (67)

A funcdo x(s), neste caso seleccionada, corresponde a uma interpolacdo coincidente

com a que foi efectuada na Seccéo 4.6 para a funcdo deslocamento u(x), em que foi

utilizada a interpolagéo (60), conjuntamente com as fungdes de forma (61).

X
x(s) = [N(s)  Ny(s) Ni(8)] | (68)
%
X(s) = Ny(s) % + N,(s) %, + Ny(s) %, (69)
_1.1
N,(s) = 5S35
N(s)=1- & (70)
N3(s):%s2 +%s
De um modo semelhante ao que se verificou em (53), tem-se
x(-1)=x%,
x( 0)=x, (71)
x(+1) =%,

A substituicdo de variavel (67) encontra-se esquematizada na Figura 4.8.
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® ® ®
® @ ®
=%, (x=)

@ @ @ s
© @ 6
(s=-1) (s=0) (s=+1)

Fig. 4.8 - Substituicdo da variavel x.

Apbs asubstituicdo davariave x, o integral (44) passaa ser

+1
_ T dx
K—LEDEAE;B (72)

com D, B, A edx/ds dependentes da novavariavel s.

Se ndo forem constantes, D (que coincide com E) e A s&o interpolados com as mesmas
funcbes de forma que foram utilizadas para interpolar as coordenadas dos nés, i.e., a

interpolacdo € efectuada tal como em (69).
E(s) = Ni(s) E + N,(s) E, + Ny(s) E, (73)
Als) = Ny(s) A + N,(s) A, + Ny(s) A, (74)

Nestas fungdes, E, e A s3o osvaloresno né i do modulo de Young e da rea da secgio

transversal.

A expressdo de dx/ds, que se passa a designar por J, obtém-se por derivacdo de (69),
resultando

dN

S L

ds X (75)

Por derivacdo de (70) em ordem a's, obtém-se
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dN, _ 1
_S——
ds 2
dN,
=-2s
ds (76)
dN, _ 1
=s+ =
ds 2
ficando
dx 1 1
J=—=|s—Z|X+(-28)X +| s+ |X
: ( ijl (-29) %, ( ijg 77

Para avaliar o integral (72) é ainda necessario definir a matriz B em funcdo des.
Atendendo a adaptacdo de(18) ao elemento de trés nds, que foi também utilizada
em (65), existe a necessidade de calcular as derivadas das funcdes de forma em ordem
ax, mas expressas em funcdo des. Com este objectivo, e uma vez que as funcdes de
formaN; (61) dependem de x, que por sua vez depende de s (69), tem-se, recorrendo a

regradacadeia

4 (xe) = 4N 2 AN dx

—N.(x(s)) = ——=—2~1-=
ds ds dx ds (78)
dN, _dxdN, -
ds ds dx (79)
Multiplicando ambos os membros de (79) pelainversa de dx/ds resulta
dN, _(dx) dN
an _fax) daiv (80)
d x ds ds
Umavez que dx/ds € um escalar, pode escrever-se
dN,
dN, _ ds
ax dx (81)
ds
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sendo, de acordo com (76) e (77)

o 1
dN,; 2
= (82)
o (s—lj % +(-25)% + [s+1j %
2 2
dN, _ -2s
dx (s—lj %+ (-29) %, + (s+1j %, (83
2 2
s+ 1
dN; _ 2 &
dx (s—lj % +(-2s) %, + (s+1j %,
2 2
A matriz B apresenta os seguintes componentes
B= % {s—% -2s s+ﬂ (85)

Depois de definidos todos os componentes da funcéo integranda de (72), € possivel

efectuar as seguintes simplificagtes
+1
K=[EAJB'Bds (86)
-1

sendo

dN, [|dN dN dN
BTB - 2 1 2 3
31) (12 {dx dx dx} (87)

68



Elementos Finitos Unidimensionais - Alvaro F. M. Azevedo

dN, dN, dN;, dN, dN;, dN;
dx dx dx dx dx dx

BTEZ dN, dN,; dN, dN, dN, dN,
3)

dx dx dx dx dx dx (88)
dN, dN; dN, dN, dN, dN,
dx dx dx dx dx dx

Atendendo a (81) e ao facto de ser J = dx/ds, tem-se

dN, dN, dN, dN, dN, dN,

ds ds ds ds ds ds

BB le dsz dN, dN, dN, dN, dN, (89)
s ds ds ds ds ds

dN; dN, dN, dN, dN; dN,

ds ds ds ds ds ds

A expressdo genéricado e emento K;; damatriz K é

+1
EAdN-de
= ! ds
! J‘J ds ds (%0)

-1

Como exemplo, apresenta-se em seguida a expressdo do elemento K;3 da matriz de
rigidez do elemento finito, de acordo com (90) e (76)

TEA( 1 1
K13 = :[T (S_Ej (S+§j d S (91)

Considere-se agora um caso particular de uma barra de comprimento total L e n6 2
centrado (ver aFigura4.7), com

X =-L/2
X,= 0 (92)
X, =+L/2

Neste caso particular, a expressao de J calculada com (77) ndo depende de s, sendo

69



Elementos Finitos Unidimensionais - Alvaro F. M. Azevedo

J:%:L 93
ds 2 (93)

Se dém deJ ser constante, E e A também forem constantes, é simples calcular o
integral (91), resultando

EA

K R
13 L

Wk

(94)

Apresenta-se em seguida um exemplo numérico em que 0 NG 2 ndo se encontra centrado

no elemento finito de trés nos (ver aFigura4.7)

% =20
%, =3.0 (95)
%, =5.0
Neste caso concreto, a expressao de J calculada com (77) €
J = % = S+§ 926
S 5 (96)
Supondo E e A constantes, tem-se, de acordo com (91)
+1 SZ_Z
K =EA[ 5 ds (97)
1 S+—

Na prética é conveniente resolver os integrais (90) e (97) recorrendo a uma técnica de

integracao numeérica, que serd descrita no Capitulo 5.

4.8 - Consider acbes finais

A formulagéo pelo MEF aqui efectuada no ambito de um problema muito simples serve
como introducdo as técnicas que se aplicam em meios continuos com duas ou trés
dimensbes, de que sdo exemplo os estados planos de tensdo, as cascas e os solidos.

Muitas das expressdes matriciais que aqui foram apresentadas coincidem com as que
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surgem nos casos mais genéricos, sendo apenas necessario redefinir as dimensdes e os

elementos dos vectores e das matrizes.
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CAPITULOS5

QUADRATURA DE GAUSS

Muitos dos integrais que é necess&rio calcular no &mbito da aplicacdo do Método dos
Elementos Finitos (MEF) n&o sdo triviais, i.e., ou a primitiva da fun¢éo integranda néo
existe explicitamente, ou é demasiado complicada para viabilizar a sua utilizacdo
prética. Por este motivo é essencia recorrer a técnicas de integracdo numeérica, que
também recebem a designacdo de quadratura. Neste capitulo € descrita e justificada a

quadratura de Gauss, por ser amais utilizada no dmbito do MEF [5.1].

5.1 - Simbologia

Apresenta-se em primeiro lugar um resumo da simbologia adoptada no estudo da

quadratura de Gauss.

Tabela5.1 - Simbologiarelativa a quadratura de Gauss.

c Coeficiente de um termo de um polinémio

I Valor exacto do integra

J Vaor do integral calculado de acordo com a quadratura de Gauss

P Posicéo de um ponto de Gauss ou ponto de amostragem

wW Peso (weight) associado a um ponto de Gauss ou ponto de amostragem

n Numero de pontos de Gauss utilizados numa direccéo

p Grau de um polinémio

5.2 - Integracdo de uma fungao polinomial

Na Figura5.1 encontra-se representada uma funcdo polinomial de grau5, cuja

expressao genérica é a seguinte
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f(x)=c +ox+c, X +c X+, x* + ¢ (1)

A (X

Fig. 5.1 - Fungdo polinomial de grau 5.

O integral (exacto) do polindbmio (1) no intervalo [-1,1] é

+1

=If(x)dx 2
=l
+1
=] (o + cx+ X + 0 + 6 x* +6,x) dx 3
-1
2 2
=26 +3 G+ G (4)

Para facilitar a sua comparagdo com uma expressao que vai ser em seguida apresentada,

0 segundo membro de (4) é rescrito da seguinte forma

I=%%+0q+§%+0%+§%+0% (5)

Suponha-se agora que se pretende avaliar o integral de f (X) por intermédio do somatério
de avaliacdes da funcdof (X) em determinados locais, multiplicadas por adequados
pesos. No caso do polinémio de grau 5 indicado em (1), sera adiante mostrado que, para
se obter um resultado exacto, se deve avaiar a funcdof(x) em trés pontos de
amostragem P; e multiplicar cada um desses valores por pesos W (ver a Figura5.1). O
integral avaliado desta forma é designado por J, sendo
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3 =W f(R)+wWf(R)+Wf(R) ®)

Mais adiante ser4 deduzido o valor adequado para 0s seguintes parametros:
* posicéo dos pontos de amostragem P;, P, e P; em que a funcdo f (X) deve ser
avaliada (ver aFigura5.1);

» valoresdos pesos Wi, W, e W,
Umavez que f (X) € um polindmio do tipo (1), aexpressao (6) passa a ser

I= Wo R+ e R FeR FCR F R
FW, (e, + P + 6 P2 + PP + ¢, P + o ) + ™
FW(G + R+ G R e + G P + G R)

No segundo membro de(7) podem-se colocar em evidéncia os coeficientesc,
resultando

J= (W+W,+W)c, +
+ (W R+W, R +W,R) ¢ +
+ (W RZ +W, P2 +W, P2, +
+ (W B2 +W, PR +W, PE) c, +
+ (A R+, P +W, P ¢, +
+ (W RP+ W, PP+ PE)

(8)

Neste exemplo, relativo ao polindmio de grau 5 indicado em (1), pretende-se que a

expressao de J (8) sgja exactamenteigual adel (5)
l=J 9)

Igualando os segundos membros de (5) e de (8) resulta
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26,400 +2¢c, 400 +26,+00,=
= (WAW,+W) ¢ +
+WR+W,R+W,R)c +
+ (W, P2 +W, P2 +W, P2) ¢, + (10)
+ (R, PR ¢
+ (W R W, B W R ¢, +
+ (WL R+, B W )

Uma vez que os coeficientes ¢; sdo arbitrérios, para que a igualdade (10) se verifique

sempre, é suficiente que

W +W, +W, =2/1
W R+W, P, +W, R, =0
W, P?+W, PP +W, B’ =2/3
W R’ +W, B +W, P} =

W, R +W, B +W, P} =2/5
W R +W, B +W, Py =

(11)

Para obter os valores de Py, Py, P3, Wi, W, e Ws, resolve-se 0 sistema de seis equages

ndo lineares a seis incognitas (11). A respectiva solucéo é

R =-43/4/5 =-077459 66692

PR =0 = 0

R = <35 = 07745966692 12
W, = 59 = 0.55555 55556

W, = 89 = 0.88888 83339

W, = 59 = 0.55555 55556

O valor exacto do integra de um polindbmio de grau 5, no intervalo [-1,1], pode ser

obtido com

| :J:gf[—%J+gf(0)+gf[%j (13)

No caso de a funcdof (xX) ser genérica, i.e., ndo polinomial ou polinomial de grau

superior a5, aexpressdo (13) fornece um valor aproximado do integral | (2).

76



Quadratura de Gauss - Alvaro F. M. Azevedo

Tf(x)dx D%f(—%}+gf(0)+gf(£j (14)

O vador do integral calculado com o segundo membro de (14) é tanto mais correcto,
quanto mais afuncdo f (x) se aproximar de um polindmio do tipo (1). Se se desgjar um
valor mais correcto para o integral, existe a possibilidade de se utilizar mais pontos de
amostragem (P;) e correspondentes pesos (W). Os pontos de amostragem também sio

designados por pontos de Gauss.

O estudo que foi aqui realizado com um polindmio de grau 5 pode ser feito, de um
modo semelhante, com polindmios de qualquer grau. Na Tabela5.2 apresenta-se 0s
resultados que se obtém quando se faz o estudo com polinémios de grau 1, grau 3,

grau5egrau /.

Em [5.2] encontra-se uma tabela que fornece os valores das posicoes dos pontos de

amostragem e dos pesos para um nuimero de pontos de Gauss ho intervalo [1,10].
Com base na Tabela 5.2 podem-se extrair as seguintes conclusdes:

» com n pontos de Gauss, obtém-se o valor exacto do integral de um polinémio de

graup=2n-1, ouinferior;

» quando se pretende a solucdo exacta do integral de um polinémio de grau p, o
nimero de pontos de Gauss que se tem de utilizar é n= (p + 1) / 2, ou superior.
Nota: quandop é par, deve-se substituir o seu valor pelo niumero impar

imediatamente superior.

Nota: o intervalo de integracdo de todos os integrais referidos no ambito da quadratura

de Gauss é o intervalo [-1,1].
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Tabela 5.2 - Posi¢des dos pontos de amostragem e respectivos pesos.

NUmero de Grau do polinémio que € possivel | Posicdes dos pontos de Gauss
pontos de Gauss | integrar de um modo exacto € respectivos pesos

n p=2n-1 P, W

1 1 Ro=0
W= 2
Ro= Y3
P. =

2 3 2 Y3
wWo= 1
W, = 1
R = -V3/5
Ro= 0

2 : R = +3/\5
W = 59
W, = 89
W, = 59
P =-0.86113 63116
P, =-0.3399810436
P, = 0.3399810436

4 . P, = 0.8611363116
W, = 0.3478548451
W, = 0.65214 51549
W, = 0.65214 51549
W, = 0.3478548451

Para justificar a expressdo p=2n-1 (ver a Tabela5.2) é suficiente considerar o

seguinte (sugere-se que se acompanhem as seguintes consideracdes com o exemplo do

polinébmio de grau p = 5, atrés descrito):

» suponha-se que se pretende integrar de um modo exacto um polinémio de grau p

(sendo p um ndmero impar);

78




Quadratura de Gauss - Alvaro F. M. Azevedo

* 0 numero de coeficientes ¢ no polindmio degrau p éigua ap + 1;

e uma vez que existemp+ 1 coeficientesc, 0 sistema de equacbes nado

lineares (11) vai ter p + 1 equagoes;

* paraque o sistema de equactes (11) possa ser resolvido, o nimero de incognitas
deve ser também p + 1;

* Uuma vez que as incdgnitas sdo as posi¢ies dos pontos de Gauss e respectivos
pesos (P, Py, Ps,..., Wi, Wa, Wh,...), 0 nUmero de pontos de Gauss (n) tem de ser

metade do nimero deincognitas(p + 1),i.e, n=(p+ 1)/ 2;

* nesta expressdo pode-se explicitar p, resultando p=2n-1, que é o resultado
gue se pretendia demonstrar. Qualquer que seja o valor den, o valor de p que se
obtém é sempre um nimero impar. E por este motivo que, conforme foi atrés
referido, se deve passar p para o valor impar imediatamente superior, quando se

utilizaaexpressson=(p+ 1)/ 2eovaor dep épar.

A expressao genérica da quadratura de Gauss com n pontos é

3=y wi(R) (15)

i=1

5.3 - Integrais multiplos

Apresenta-se em seguida a adaptacéo da integracdo numeérica descrita na seccdo anterior

a0 caso do integral duplo

+1 +1

=] [f(xy)dxdy (16)

-1 -1

Considerando em primeiro lugar o integral em ordem a x, tem-se, de acordo com (15)

i=1

:anxvvif(ﬂ,y)}dy 17

sendo ny 0 numero de pontos de Gauss utilizados na direcgéo x.
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Considerando gque a funcéo integranda de (17) € uma funcéo g(y), tem-se
3 =[g(y)dy (18)

com

>
3

gly)=Y W t(R.y) (19)

i=1
Substituindo agora o integral em ordem ay em (18) por um somatério do tipo (15),
resulta

=2 wo(p) (20

sendo ny 0 nimero de pontos de Gauss utilizados na direccao y.

Atendendo a (19), aexpressao (20) passa a ser
I=YwW {vavif(ﬁﬂ)} (21)

gue é equivaente a
I=YSww i(p,P) 22)

O numero de pontos de Gauss associados a direccéo x (ny) pode ser diferente do nimero
de pontos de Gauss associados a direccéoy (ny). A seleccdo destes nimeros deve
atender a0 modo como a fungdo f (x,y) varia com x e comy. Assim, se na direc¢do x a
funcéo f (x,y) se assemelhar a um polindbmio de grau 5 e na direccdo y a um de grau 7,
deveser ny=3eny, =4 (ver aTabelab.2).

No caso do integral triplo, pode-se generalizar (22), resultando

+1+1+1 n,

[ tky.2dxdydzo3 > > www, (p.p,.R) (23)

-1-1-1 i=1 j=1 k=1
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No caso do integral do produto das fungdesf e g, tem-se

+1 +1 +1

[[]fly.2)alxy.z)dxdydz D
o (24)
ww w f(R.P.R)g(R.P R)

0 que permite uma avaliagdo sequencial def eg no ponto de Gauss (P;, Pj, Py). Esta
consideracdo é extensiva a qualquer combinacdo de funges, e.g., adicdo, divisio, etc.
Quando se tem, por exemplo, o integral de um produto de matrizes, pode-se avaliar cada
uma das matrizes em cada ponto de Gauss e sO em seguida fazer o produto matricial.
Assim se evita ter de explicitar a fungdo que resulta do produto matricial de diversas

funcdes.

5.4 - Consideracfesfinais

O procedimento de integragcdo numeérica genericamente designado quadratura de Gauss
tem como principal vantagem o facto de poder ser facilmente incluido num programa de
computador destinado a andlise de estruturas pelo MEF. A principa dificuldade
associada a sua utilizac8o reside na necessidade de escolher um nimero de pontos de

Gauss adequado a precisdo pretendida.
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CAPITULO®6

ESTADO PLANO DE TENSAO

Neste capitulo € descrita com pormenor a formulacéo de elementos finitos destinados a
discretizacdo de problemas de andlise de estruturas que se enquadram no caso particular
designado "Estado Plano de Tensao" [6.1]. Apresenta-se em primeiro lugar o caso do
elemento finito quadrado de dimensdes fixas, seguindo-se o elemento finito rectangular

L1xL, e, por Ultimo, o caso mais geral de geometria arbitraria.

A formulacdo agqui descrita baseia-se no método dos deslocamentos e na discretizacéo
do dominio em elementos finitos de n nds, apresentando algumas semelhangas com o

que foi descrito no Capitulo 4.

6.1 - Simbologia

Apresenta-se em primeiro lugar um resumo da simbologia adoptada na formulacdo do

método dos e ementos finitos.

Tabela 6.1 - Simbologiarelativa ao método dos elementos finitos.

L Dimensao do e emento finito

n NUmero de nés do e emento finito

X Coordenada cartesiana

u Campo de deslocamentos

a Deslocamento nodal

h Espessura do elemento finito laminar

X Coordenada cartesiana de um n6é de um e emento finito

m Numero de direcc¢des consideradas (no estado plano de tensdo: m = 2)

N Funcéo interpoladora ou funcdo de forma
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Cc Coeficiente de um termo de um polinémio

p NuUmero de graus de liberdade do elemento finito (p = nx m)
£ Extensdo

y Distorgéo

L Operador diferencial

q NUmero de componentes do vector £ e do vector o

B Matriz de deformacéo

\Y Volume do elemento finito laminar

o Tensdo normal

r Tensao tangencial

p Accdo exterior distribuida por unidade de comprimento
S Superficie do elemento finito laminar

E Modulo de elasticidade ou médulo de Y oung

Vv Coeficiente de Poisson

D Matriz de elasticidade (g = D ¢)

K Matriz de rigidez do elemento finito no referencial geral
F Forcas nodais equivalentes a acgdo exterior, nos graus de liberdade do

elemento finito, no referencial geral

S Coordenadalocal (curvilinea)

S Coordenada local de um n6 de um elemento finito
Ny  |Vector das funcdes interpoladoras ou fungdes de forma
J Jacobiano da transformacéo

E Modulo de elasticidade num n6 do elemento finito

v Coeficiente de Poisson num né do elemento finito

h Espessura do elemento finito num n6
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P Posi¢cdo de um ponto de Gauss ou ponto de amostragem

W Peso (weight) associado a um ponto de Gauss ou ponto de amostragem

Neei  |NUmMero de pontos de Gauss associado adirecgdo s

J Vaor do integral calculado de acordo com a quadratura de Gauss

6.2 - Fungdesinter polador as ou funcgdes de forma

Na Figura6.1 encontra-se representado um elemento finito quadrado com quatro nés e

com dimensdes LixL, = 2x2.

au2 X2 az Uz (X1, X2)

@;@9141 T %9131 %(Xl » X2)
o

_

a2 ax
E@% a1l %@% an \
@ @
@ Li=2 @ h (x1, X2)

Fig. 6.1 - Elemento finito quadrado de quatro nos.

As coordenadas dos nos sdo armazenadas na matriz X, cujo elemento generico X;

corresponde a coordenada cartesiana do no i segundo a direcgéo x;.

Xy X -1 -1

X X +1 -1

x=|"2 2|z )
X Xp| |*1 +1
X X -1 +1

De acordo com a simbologia atras apresentada, amatriz X tem dimensdes nxm.

A espessura do elemento finito laminar representado na Figura 6.1 é designada por h,
gue pode também ser uma funcdo de x; e de X..
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A funcdo u Q() corresponde ao campo de deslocamentos, verificando-se o0 seguinte

_ Jux,%)
!(l() = {Uz (prz) )

Cada uma das componentes de u ()_() € interpolada separadamente com base em funcdes

deformaN; (X, X2) € nos deslocamentos dos nos (ver aFigura 6.1)
U (%) = Ny (%) @y + N, (%, %) @p + No (%, %) 8 + N, (,%,) @y (3)

U, (X:L’XZ) = Nl(Xl’XZ) 312+N2(X1’X2) Ayt Ns(X11X2) 332+N4(X1’X2) 3y, (4)

Em (3) e (4), bem como naFigura 6.1, &; corresponde ao deslocamento do nd i segundo
adireccdo x;. Note-se que o numero de funcdes de formaN; coincide com o nimero de

nos do elemento finito (n).

As consideragOes que se seguem serdo apenas efectuadas com a componente u; do

campo de deslocamentos. A sua extensdo a componente u, seriatrivial.

A funcao uy(xq, X2) deve assumir nos nés os valores nodais do campo de deslocamentos.

Atendendo as coordenadas dos nés indicadas em (1), pretende-se que

ul(_]"_l) =y
u1(+1’_1) =3y
U (+1’+1) =3y ®)
U (_1’+1) =3y

Para que as condicdes expressas em (5) sejam respeitadas, as func¢des de forma a utilizar

em (3) devem possuir as caracteristicas indicadas na Tabela 6.2.
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Tabela 6.2 - Caracteristicas das fungdes N; (X, Xo).

NO6 1 2 3 4
(X1, %2) (-1-1) (+1,-1) (+1, +1) (-1, +1)
N1 (X1, X2) 1 0 0 0
N2 (X1, X2) 0 1 0 0
N3 (X1, X2) 0 0 1 0
Nz (X1, X2) 0 0 0 1

As seguintes fungdes polinomiais respeitam as condigdes indicadas na Tabela 6.2, que
consistemn no facto da a funcdo N; ter de assumir um valor unitario no néi e um valor

nulo nos restantes nos.

N, (x.%) = [1-x) [1-x,) /4
N, (%) = [1+x) [L-x,)/4 @
Ny (%, %) = (1+x) (1+x,)/ 4
N, (%, %) = (1-x) (1+x,)/4

A funcdo N; (X1, X2) pode tomar a seguinte forma
N, (x,,%,) = 0.25-0.25x,—0.25x, +0.25x, X, 7)
Um polindémio de segundo grau compl eto tem a seguinte expressao genérica
F(X,%) = oG X +C, X, +Cy X +Cy X, X, +6 )G (8)

Comparando (7) com (8), verifica-se que a funcdo de formaN; (X1, X2) € um polindmio
de segundo grau incompleto, porque lhe faltam os termos que em (8) se encontram
sublinhados. ConsideracOes idénticas poderiam ser feitas em relacdo as restantes

fungdes de forma.
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Armazenando os deslocamentos nodais da seguinte forma

ay
8,
Ay
a= %o 9
A
A
a'41
| 84
tem-se, atendendo a (3) ea(4)
a,]
A
ay
ulleON20N3ON4O% (10
| |0 N | O N, 0O N;y| O N,||lay
A
ay
| 8
gue em notacdo matricial sereduz a
u=N a
(mx1)  (mxp) (px1) (11)
sendo p=nxm(no caso daFigura6.1l,p=4x2=28).
A matrizN é
N, O|N, O|N, O|N, O
N: 1 2 3 4 (12)
O N,JO N, 0O N;| O N,

Os gréficos das funcdes N; (X1, X2), definidas em (6), encontram-se representados na

Figura 6.2 (ver também aFigura6.1).

No caso do eemento finito rectangular de dimensdesL; x L,, representado na

Figura 6.3, as funcdes de forma seriam
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(13)

N <" < X'
_ _ + +
Mo Jle e e

X X X X'
+ + _

_
B VIS & KV y VI 3 Ko

N RN U M U M B

- i J i IR By
1 1 11 1
XX XX
X X X X

Fig. 6.2 - Graficos das funcbes N; (X1, X») paraum elemento de dimensdes LixL, = 2x2.
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as2 X2 ag2 EE:l(xl ' X2)
@ ‘%9141 T %l Ur (X1, X2)
/ X1
_—
a2 oo
.EFL@% aqn .%@% a1 \
©) L @ h G, %)

Lo

Fig. 6.3 - Elemento finito rectangular de quatro nés.

6.3 - Campo de defor macgdes

O campo de deformagBes num estado plano de tensdo é definido do seguinte modo [6.1]

9 5
& 0%
_ 0 ||y
2% 0 3¢ { } (14)
0% || U
Viz 9 0
0%, 0X |
ou de um modo mais compacto
E=1L u
(a<1)  (qxm) (mxa) (15)

Em (15), g € o nimero de componentes do vector & que sio neste caso trés, eL é 0

seguinte operador diferencial

9 5
0%
0
L={ 0 —
- dX, (16)
0 0
_6x2 axl_
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Substituindo (11) em (15), tem-se

B=L N
(axp)  (axm) (mxp)
aexpressdo (17) passaa
£ =B a
(ax1)  (axp) (px1)
sendo, de acordo com (18), (16) e (12)
9
0%
B—OaNlON20N3ON4O
= % |/ 0 N | O N,| O N,| 0 N,
0o 0
0%, 0X |
[ON, ON, o |9N;  , [ON, 0'
0% 0% 0% 0%
B=| 0 oN, 0 oN, 0 oN, 0 oN,
0 X, 0 X, 0 X, 0 X,
ON, 0N, [ON, ON, [ON; ON, | 0N, ON,
| 0X, 0X | 00X, O0X |0X 0% |0X, O0X |

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

No caso do elemento com dimensdesLixL, =2x2, a matrizB € constituida pelas
derivadas de (6), de acordo com (21)

-1+X, 0 1-x, 0 1+x, 0 |-1-x 0
gzi 0 -1+x 0 -1-x | 0 1+x 0 1-x (22)
—1+x -1+Xx | -1-x 1-Xx, |1+x 1+% | 1-x -1-Xx

No caso do elemento de dimensdesLixL,, a matriz B é constituida pelas derivadas
de (13), de acordo com (21)
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—i+x2 0 . Ol--- 0 —i—xz 0
2 2
L L, 2 2
PO U PPN DU [ PRV PN
2 2 7 2 2 7]

6.4 - Principio dostrabalhosvirtuais

Considere-se um estado plano de tenséo constituido por um elemento finito formulado
de acordo com o que foi exposto nas seccdes anteriores. Supondo gque apenas existem
accOes distribuidas por unidade de comprimento na periferia do elemento finito, do
Principio dos Trabahos Virtuais (PTV), que foi exposto no Capitulo 4, resulta a

seguinte equacao

T _ T
jva'g ogdVv —_[La'g pdL (24)

Nesta expressdo 0 vector o€ apresenta componentes em correspondéncia com o

vector &, definido em (14) e (15). O vector g€ 0 seguinte

I
1
Nq »—\q

(25)

~N

12

6.5- Matriz derigidez e vector solicitagio

Com base no principio dos trabalhos virtuais referido na secgdo anterior, vai-se em
seguida proceder a deducdo das expressdes da matriz de rigidez e do vector solicitacéo
gue sdo utilizados no método dos deslocamentos, aplicado a analise de um estado plano

de tenséo.
Designando por h a espessura do elemento finito, tem-se em (24)

dv=hdS (26)
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em gue dSrepresenta 0 el emento de superficie.
A equacdo (19) referida a deformagdo virtual € a seguinte
de=BJa (27)
gue é equivalente a
o' =da B' (28)

A relacéo entre tensdes e deformagdes €, para um estado plano de tensio e no caso dos

materiais isotrépicos [6.1]

E Ev
2 2 0
g, 1EI/ 1—E|/ &
vV
g, |= =7 17 0 &, (29)
4P 0 0 E Vi
| 2(1+v)]
ou de um modo mais compacto
g=De¢ (30)
sendo amatriz de elasticidade D a seguinte
. E Ev ]
0
1-v? 1-v?
Ev E
D= 0
0 0 E
I 2(1+v)]

A matriz de elasticidade D depende do modulo de Young (E) e do coeficiente de

Poisson (V).
Substituindo (19) em (30) tem-se

c=DBa (32

A equacdo (11) referida a deformacdo virtual € a seguinte
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ou=Noa (33)
gue € equivaente a
ou' =da N' (34)
Substituindo todas estas equagdes em (24) passaater-se 0 PTV expresso por

T T _ T T
[(6a’B'DBahds = | 5a'N"pdL (35)

Uma vez que dS=dx; dx, e os deslocamentos nodais ndo dependem das variaveis x;

eXp, 0Svectores Ja' e a podem passar paraforado integral

oa' [ [B'DBhdS

)
]
89
o
—
-
|z
—
©
o
[

(36)

De acordo com oPTV, a equacdo (36) € verdadeira para qualquer conjunto de
deslocamentos virtuais, concluindo-se assim que

T _ T
|B'DBhdsa = [ N'pdL (37)

Comparando esta equacdo com a relacdo de rigidez que é utilizada no método dos

deslocamentos
tem-se, no caso do estado plano de tensdo

— T
K=[ B'DBhds (39)

F=[NpdL (40)

O vector a encontra-se definido em (9).

Nas expressdes (37)-(40) admite-se que as seguintes grandezas podem ndo ser
constantes no dominio de integracéo: modulo de Young (E), coeficiente de Poisson (1),

espessura (h) e carga distribuida( p).
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No caso do elemento finito rectangular representado na Figura6.3, a expressdo da

matriz de rigidez (39) passa a ser

L/2 L)2

[B'DBhdx dx (42)

-Ly/2 -L/2

=
I

A matrizB corresponde a expressdo (23) e, no caso dos materiais isotrépicos, a
matriz D é dada por (31).

Uma vez queh € um escalar, as dimensdes da matrizK coincidem com as do

produto B' D B

— T

— T

Atendendo a(40), as dimensdes do vector solicitagdo F coincidem com as do

produto N' p

= e T o
E=-D P (44)

(px1) (pxm) (mx1)

No caso do elemento finito de quatro nés, tem-se

6.5.1 - Célculo deum elemento da matriz derigidez

Apresenta-se em seguida o cdlculo do elemento Ksg da matriz de rigidez do elemento
finito representado na Figura6.1, com E =200 000 MPa, v=0 e h=0.3 m. De acordo

com (41), tem-se
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K=[[B'DBhdx dx (46)

O céculo de B' D B pode ser efectuado com base nos somatdrios correspondentes aos

produtos matriciais
T q q
E'oB)=> Y &.D,B, (47)

sendoq=3.

Para calcular Ksg € suficiente desenvolver os somatérios parao caso: i =5;j =8

(BT Q E)sg = 23: 23: Bk5 ka Bp8 = (48)

3
= Z(Bks Dy Big t Bys Dyo Byg + Bys Dy Bas) = (49)

= B Dy Bgt+ByxD, Bg+By Dy B+
+B5 D)y Byg + By Dy Byg + By Dy By + (50)
+B5 Dy3 By + By Dy Bog + By Dy Byg

Consultando as matrizes B (22) eD (31) com v=0, verificase facilmente que, neste

exemplo, sb o tltimo mondmio de (50) é ndo nulo. Assim, tem-se

("D B). =B B =T 5 T )

Atendendo a (22) e (31) e ao facto de ser E = 200 000, chega-se a
("D B), = [1+4X1j 100 000 ['1; ij (52)
(B"D B),, =6250 (1+x) (-1-x,) (53)

Atendendo a (46) e ao facto de ser h= 0.3 m, tem-se
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+1 +1

Ke = [ [ (B'DB), hdx dx, (54)
-1 -1
+1 +1
K = [ [ 1875(1+x)(-1-%) dx, dx, (55)
-1 -1
Kg = — 7500.000000 MN/m (56)

6.5.2 - Célculo do vector solicitacéo correspondente a uma carga distribuida

Na Figura 6.4 encontra-se representado o elemento finito da Figura 6.1, sujeito a uma

cargadistribuida no bordo 2-3.

p1 P2

() () AMN/m  9MN/m

® ® 7

ALQM EdL A

!
)

@ J f

.
C) Ly=2 () 2MN/m  3MN/m

X2

I
N

L,

1]

Fig. 6.4 - Elemento finito sujeito a uma carga distribuida.

As forcas nodais equivalentes a accdo distribuida no bordo calculam-se com a

expressao (40), que aqui se reproduz

= [ N'pdL (57)

sendo N amatriz (12) e p o seguinte vector

_| B
o=|r] 9
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Neste exemplo, dL coincide com dx, e todos os pontos do dominio de integracéo

apresentam coordenada x; = 1. Assim, o integral de linha (57) passa a ser
+1
F=[Npdx (59)
-1

e nos elementos da matriz N, que sdo as fungdes de forma(6), deve-se substituir x;
por 1, obtendo-se

Nl(xl'XZ) - Nl(l' Xz) = Nl(xz) =0
N, (X11X2) - N, (17)(2) =N, (Xz) = (1_X2)/2
_ _ (60)
N, (Xl'XZ) - Ns(l' Xz) =N, (Xz) - (1+ Xz)/2
N, (nyz) - N, (sz) =N, (Xz) =0
Atendendo a (12) ea(58), o produto N’ P quefiguraem (59) € o seguinte
‘N, 0]
0 N,
N, O
0 N,(lp
N'p = & [ } 61
S PTIN o |ln, (1
0 N,
N, O
0 N,|

Para os valores das accOes indicados na Figura 6.4, sdo as seguintes as expressdes das
funcOes p; e p2

{pl(xz) = 3+,

p,(x,) = 6+3x, (62)

Com base em (61), (60) e (62), tem-se
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0 0
0 0
L-x)2 o
NTp = 0 (1_ Xz)/z |:3+ X :| (63)
= |[1+xy)/2 0 6+3X,
0 (1+x,)/2
0 0
L 0 0 _
resultando de (59)
1 o
F, 0
F, 2.666 667
F, 5.000 000
E =17 |53332 (64)
F, 3.333333
F, 7.000 000
Fa| | O
L I:42_ L 0 |

Em (64), Fij representa a componente de F que esta associada a0 ndi e que actua na

direccéo x;.

Nos nés 1 e 4, sdo nulas as componentes da forgca nodal equivalente a carga distribuida
no bordo 2-3.

Neste exemplo simples, os valores indicados em (64) coincidem com as reaccdes que se
obteriam numa viga simplesmente apoiada carregada com as cargas trapezoidais da

Figura6.4.

6.6 - Caso geral com substituicdo devariaveis

O estudo apresentado nas seccdes anteriores e que se encontra limitado a um el emento
guadrado de dimensdes 2x2 pode ser facilmente estendido a elementos rectangulares de

dimensdes LixL,. Toda a sua formulagdo seria uma extensdo trivia do que foi atrés
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apresentado. Nesta seccéo € desenvolvido um elemento finito quadrilatero de geometria

arbitréria, destinado a discretizacdo de estados planos de tensdo (ver aFigura6.5).

(X1, X2)
aiisl %:lxlxz

up (X1, X2)

X2

ax \

a1 h (%, %)

X1

Fig. 6.5 - Elemento finito quadril &tero de quatro nés com geometria arbitraria.

As coordenadas dos nés sdo armazenadas na matriz X, cujo elemento generico X,

corresponde a coordenada cartesiana do no i segundo a direccéo X;.

[

X5
X22
X3

1 X42

[
I

(65)

ey

XX X X

De acordo com a simbologia apresentada na Seccdo 6.1, a matriz X tem

dimensdes nxm.

A espessura do elemento finito laminar representado na Figura 6.5 é designada por h,
gue pode também ser uma fungdo de x; e de X,.

A determinacéo da matriz de rigidez do elemento finito com a expressdo (39), requer
neste caso o caculo de um integral duplo com um dominio de integracéo S, que
corresponde a um quadril&ero irregular de geometria definida pelos quatro nés do
elemento. Tendo em vista a sistematizacdo deste processo, de modo a facilitar a sua
programacdo em computador, revela-se muito vantajoso efectuar a seguinte substituicdo

das variaveis x; € Xo.
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x - x(s.s)
{Xz - %(s.s) (60)

Na Figura 6.6 encontra-se representado o novo dominio de integracdo, que corresponde

ao intervalo [-1, 1], quer paraavariavel s;, quer paras,.

X2 S

@ ®

@ _
-
® ® Dy @

X1

Fig. 6.6 - Substituicéo das variaveis x; e Xo.

Os valores nodais das coordenadas s; e s, S80 0S seguintes

S S -1 -1
S, S +1 -1
s=| > %= (67)
Su Sp| |1 1
Su Se -1 +1

De acordo com (66), a cada ponto (s1, S) corresponde um ponto (Xg, X2). A passagem do
sistema de coordenadass para 0 sistema de coordenadasx € efectuada com uma
interpolacdo semelhante a que foi efectuada na Seccd0 6.2 para 0 campo de

deslocamentos. De acordo com (3) e (4), tem-se
% (8:8) = Ny(81,8,) %+ N, (81,8,) %+ Na(81,8,) X+ N, (8,8,) Xy (68)

% (5,5) = N (s,5) %, + N, (s,5,) X, + N3 (5,5) %, +N, (s,,5,) X, (69)

No sistema de coordenadass, as funcbes de forma coincidem com as que foram

descritas na Seccéo 6.2, bastando substituir em (6) x; por s; € X, por S, resultando
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N,(s,s)=([-5){-s)/4
N,(s.s)=(+s)(1-5s)/4 70
Ny(s,s,)=(1+s)(1+s,)/4
N,(s.s)=(-5)(@+s)/4

Tal como no caso do campo de deslocamentos, ao atribuir a(s;, S;) 0s valores nodais
indicados em (67), obtém-se em (68) e (69) as coordenadas dos nos (65).

Por exemplo, para (s1, &) =(1,1), a funcdo N3 vale um e as restantes sdo nulas,
obtendo-se em (68) x, (1,1) = X,, eem (69) x,(L1) = X,,.

As equagles (68) e (69) podem ser colocadas em forma matricial do seguinte modo

Nl
|:X1j| - |:Kl X21 x31 x41j| NZ (71)
X2 X12 X22 XSZ 242 NS
N4
ou
x = X" N
(mx1) (mxn) (nxl\)/ (72)
sendo
X
X =
B L‘j (")
Nl
N
N,=| °
No=| (74)
N

Em (72), X éamatriz nxm definida em (65).

Apdbs a substituicdo de variaveis indicada em (66), o integral (39) passa a ser
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+

+1 +1
K=[[B'DBhJdsds (75)
-1-1

Nesta expressdo J € o determinante Jacobiano, que corresponde ao determinante da
matriz Jacobiana J. A matriz Jacobiana correspondente a transformacéo (66) € definida

da seguinte forma[6.2]

0% 0%
_|0s ds
27 1ox, 9% (70)
os 95
o, 0,

=
I
o
]
)
N7
)
NZ

(77)

Para permitir o calculo do integral (75), todos os componentes da fungdo integranda tém

de depender des; e s,.

Se a matriz D (31) ndo for constante, € possivel utilizar 0 mesmo tipo de interpolagéo

paradefinir Ee vemfuncdo des; es,.
E(s.s)=N,(s.s) E+N,(s.s,) E,+N;(s.s) E;+N,(s,s) E, (79)
v(s.8) = Ny(s,8) B +N,(s.s,) 7, + Ny (s.,8,) 7+ N, (s.,8,) 7, (79)

Nesta expressio, E, e 7 s30 os valores no n6i do modulo de Young e do coeficiente

de Poisson. Na generalidade dos casos préticosE e v sdo considerados constantes ao
nivel de cada elemento finito. Quando uma estrutura apresenta mais do que um tipo de
material, afronteira entre as zonas correspondentes a cada material deve coincidir com a

transicéo entre elementos finitos.

Se a espessura do elemento ndo for constante pode ser interpolada de um modo

semel hante
h(s.s)=N,(s.s)h+N,(s.s) RL+Ny(s,s,)h+N,(s.s,)h, (80)
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Nesta expressio, h €o valor daespessuranondi.

Os elementos da matriz Jacobiana(76) obtém-se por derivacdo de (68) e (69),

resultando

0 ON, _ ON,_ ON,_ 0N, _
e LRyt Ry Xy Xy (81)

0s, 0s 0s 0s 08
ox _ 0N, _ +0N2_ ON, _ 0N, _

= X, + + X
9s, s, " as % ds X1 ds, " (82)
0% _ON, +aN2¥ +6N3_ _I_aN4X a3
s, 0s X2 ds, 2 05, X3 ds, © (83)
0x, _ON, _'_GNZX +0N3_ +6N4Y a1
s, s, 2 as, 2 ds, X3 3s, " (84)

As equacOes (81)-(84) sdo equiva entes a seguinte equacao matricial

[ON, ON, |
ds 0s
CEEY ON; N,
0 S 0 S| = Xy X Xy Xy d S d S (85)
% % zz X22 i32 X42 4 N3 4 N3
ds 0s ds 0s
ON, ON,
| 0s  0s, |
De um modo mais compacto, tem-se
ON
J - &l )
= T % s (86)
(mxm) (mxn)  (nxm)

sendo
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(s3]
2

Y
) ‘I

(9N,

0s
N,
0s
N,
0s
N,

| 0s,

N,

0s,
N,
ds,
N,
0s,
N,

0s, |

(87)

As expressdes dos elementos da matriz (87) obtém-se por derivacéo de (70) em ordem

as; es,. resultando

(-1+s,)/4 (-1+s)/4
ON _|(+1-s)/4 (-1-s)/4 -
0s (+1+s))/4 (+1+9)/4 (88)
(-1-s,)/4 (+1-s)/4

Substituindo as expressoes (88) em (85), obtém-se 0s elementos da matriz Jacobiana em
funcdo des; es,. Nota: os elementos da matriz X S0 as coordenadas cartesianas dos

nos, sendo portanto constantes de valor conhecido.

Tendo em vista o calculo do integral (75) encontram-se jadefinidosem funcdo des, e s,
todos os componentes da funcdo integranda, com excepcado da matriz B. Apresenta-se

em seguida o procedimento para a sua obtencao.

No caso do elemento finito quadrilatero de quatro nés e de geometria arbitraria, as
equacgoes (9)-(12) permanecem vdlidas (ver as Seccles 6.2 €6.3). As equagdes (10)

e (11) sdo em seguida reproduzidas.

N, 0
0 N,

N, O
0 N,

N4 O a22
0 Nj = (89)

u| [N, 0
u| |0 N,
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Q:m% a (90)

No caso do elemento de geometria arbitréria, as funcdes de formaN dependem das
varidveiss; es,. Neste caso, a interpolacdo dos deslocamentos (89) é efectuada de um
modo coincidente com o que foi utilizado parainterpolar as coordenadas cartesianas dos
nos (68) e (69). Quando o método de interpolacdo dos deslocamentos nodais e das
coordenadas cartesianas dos nés coincidem, diz-se que a formulacéo do elemento finito

é isoparamétrica.

O campo de deformagdes obtém-se de um modo semelhante ao que foi descrito na

Seccédo 6.3, reproduzindo-se em seguida as equacdes mais significativas.

e =1L
(ax1)  (qxm

u
) (mx1) (91)

Por substituicéo de (90) em (91) chega-se a

a (92)

B=L N
(axp)  (axm) (mxp) (93)
E =B a
(@) (axp) (pr) (94)
9 5
0%,
N, O|N, O|N, O|N, O
B=| 0 i 1 2 3 4 (95)
0% ({0 N, | 0O N, 0O N;j| O N,
0o o
0%, 0% |
0N, [ON, o [ON; [ ON, l
0% 0% d% 0%,
B=| o M| o M) o5 ONsb 5 0N (96)
axz aXZ axz 6X2
N, ON, |dN, ON,|dN, ON,|dN, 0N,
10X, 00X | 00X, O0X |0X 0% |0X, O0X |
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A matriz B depende das derivadas das funcGes de forma em ordem ax (0 N; /0 X; ) De

modo a ser possivel calcular o integral (75), € necessario obter as expressdes de

dN,/0x; emfunciodes, es.

Considere-se uma das fungdes de forma(N;) dependendo dex; ex,, que por sua vez

dependemde s, es,.

N; =N, ()(1(51’32)7)(2 (Susz)) (97)
Pelaregra da cadeiatem-se

oN, _0N, axl+c3Ni 0 X,
0s, O0x 0s 00X, 0S

(98)
ON, _ON, 9% . 9N, 0%
0s, 0Xx 0S, 0X, 0S,
gue se pode escrever da seguinte forma em notacéo matricial
LR
ON, ON | _|0N, 0N, ||0ds 05 (99)
ds 0s, dx, 0%, ||0%X 0X,
ds 0s

Atribuindo ao indicei os valoresla4 e agrupando 0S quatro casos nas seguintes

matrizes, chega-se a

9N, ON,] [aN, oN,]

0s 0s, ox, 0X,
ON, 0N, ON, ON,||0x 0Xx

0s, 0s, 0X, || 0s 0s,

I
s3]
=<

ON, ON,|~|ON, ON,||ax, ox (100)
0s 0s ox, 0X,||0s 0s,
ON, 0N, ON, OJN,
| 0s  0s, | [ 0% O0X
gue de um modo mais compacto se pode escrever
ds  ox © (102)
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sendo J a matriz Jacobiana definida em (76) e em (86).
Multiplicando ambos os membros de (101), adireita, por J ™ obtém-se

a_m = a_m J_l
dx ds (102)

(nxm)  (nxm) (mxm)

A matriz 0N/ds foi definida em (87) e (88), sendo os seus elementos fungBes de s
es,. Em (86) pode verificar-se que os elementos da matriz J sdo também funcles de s

e s,. Os elementos da seguinte matriz, que dependem de s, € s,

[ON, ON, |
0% 0%
N, 0N,
ON 0 0
ax " ali(fg 6')\(|23 (103)
0% 0%
N, 0N,
0% 0% |

s80 depois espalhados namatriz B de acordo com (96).

Deste modo se alcangou o0 objectivo de calcular os elementos da matriz B como sendo

funcbesdes, e s,.

Uma vez que todos os componentes da funcdo integranda de(75) se encontram
definidos em funcdo de s; e s,, € agora possivel proceder ao calculo da matriz de rigidez
do elemento finito. O facto de se tratar de um integral de dificil resolucéo e de os limites
de integracdo serem -1 e +1, sugere O recurso a técnica de integracdo numerica que se

encontra descrita no Capitulo 5.

6.7 - Algoritmo de calculo da matriz de rigidez de um elemento isoparamétrico

Um integral duplo, cujos limites de integracdo sgjam -1 e +1 para ambas as variavels,
pode ser calculado pela quadratura de Gauss, sendo o resultado obtido, em geral, um
valor aproximado. De acordo com o que foi exposto no Capitulo 5, a correspondente

expressao € a seguinte

108



Estado Plano de Tensdo - Alvaro F. M. Azevedo

3 Nep1 Ngp2
_jl_jlf(%,sz)dadsz O Zl];wwj i(p.P) (104)

Nesta expressao, ngp1 € 0 NUMero de pontos de Gauss associado a direccdo s; e Ngpz €0
ndmero correspondente a direcgdo s,. Os parémetros W e W s80 0s pesos associados as
direccOess; es,. A funcdo f deve ser avaliada nos pontos de Gauss, cujas coordenadas

~

(s.s)=(r.P) (105)

De aqui em diante, 0 segundo membro de (104) passa a ser designado por J. Assim, no
caso de ser Ngp1 = 2 € Ngpy = 2, da expansdo dos somatorios em (104) resulta a seguinte

expressao paraJ
Ngpy
J =Y ww f(P.R)+WwW, f(R.R,)) (106)
i=1

J = WW f(R,R)+WW, f(R,R)+

FWW, (R,R) +WW, f (PP, (107)

De acordo com o que foi exposto no Capitulo5, os valores dos pesosW e das

posicdes P; € neste caso

W =1
W, =1 108
P =-1/4/3 = -0.57735 02692 (109
P, =+1/V/3 = +0.57735 02692
passando J a ser avaliado do seguinte modo
1 1 1 1
J = f (——,——j + f(‘—,"'—j +
3 3 3 3
V3 43 V3’ V3 (109)

A RS
V3' 43 V3' 43
O vaor aproximado do integral duplo (104), depende do resultado da avaiagcdo da

funcéo f (s;, S) em quatro pontos de Gauss, cujalocalizacdo se encontrana Figura 6.7.
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® - Ponto de Gauss

Fig. 6.7 - Localizac8o dos quatro pontos de Gauss no sistema de coordenadas (s;, S,).

De acordo com (107), para calcular o valor aproximado do integral (75), recorrendo a
guadratura de Gauss com 2x2 pontos, procede-se do seguinte modo:
» avdiaseasuafuncdo integranda nos quatro pontos de Gauss;
 multiplicase o0 resultado correspondente a cada ponto de Gauss pelos
respectivos pesos (que neste caso Sao unitarios);

¢ esomam-se as quatro parcelas.

Como se pode verificar em (75), a funcdo integranda é um produto de matrizes de
funcBes, que € em seguida multiplicado por funcBes escalares. Atendendo as
caracteristicas da quadratura de Gauss, € possivel avaliar todos os elementos de cada
matriz em cada ponto de Gauss e s6 em seguida fazer o produto matricial, bem como o
produto pelas fungdes escal ares avaliadas também nesse ponto de Gauss. Deste modo o0s
produtos matriciais sdo efectuados com valores numéricos em vez de fungdes,

facilitando assim a programacao deste algoritmo em computador.

Apresenta-se em seguida a sequéncia de operacOes que tém de ser efectuadas para
calcular amatriz de rigidez de um elemento finito quadrilatero, recorrendo a quadratura

de Gauss com 2x2 pontos.

Dados;

* coordenadas cartesianas dos nos (X; );

« espessurado elemento finito em cadand (h );
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maodulo de Y oung (E - constante em todo o elemento finito);

coeficiente de Poisson (v - constante em todo o el emento finito).

Algoritmo:

Inicializar a matriz X com as coordenadas cartesianas dos nos do el emento
finito (65)
Inicializar o vector h com as espessuras do elemento finito nos nds

Inicializar uma tabela com os pesos associados a cada ponto de Gauss

P. de Gauss W W
1 1.0 1.0
2 1.0 1.0
3 1.0 1.0
4 1.0 1.0

Inicializar uma tabela com as coordenadas de cada ponto de Gauss (ver a
Figura6.7)

P. de Gauss Pi P;
1 -0.57735... -0.57735...
2 +0.57735... -0.57735...
3 -0.57735... +0.57735...
4 +0.57735... +0.57735...

Calcular os elementos da matriz D, recorrendo a (31)
Inicializar com valor nulo todos os elementos da matriz de rigidez K, cuja
dimensdo é 8x8
Para cada ponto de Gauss (s, ) = (Pi, P)):
> Avadliar asfungdes de forma N; no ponto (P;, P;), recorrendo a (70)
> Calcular aespessurah no ponto (P;, P;), recorrendo a (80)
» Cadcular os elementos da matriz 0N/ds no ponto (P;, P;j), recorrendo
a(88)
> Cadcular os elementos da matriz Jacobiana(J) no ponto (P, P),
recorrendo a (85)
» Calcular o determinante da matriz Jacobiana ( J)

» Calcular ainversadamatriz Jacobiana ( J _1)

» Cacular amatriz 0 N/d x no ponto (P;, P;), recorrendo a (102)
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» Espalhar os elementos da matriz 0 N/d x (103) na matriz B de acordo
com (96)

» Calcular B' D B h J, que consiste num produto de matrizes e escalares
avaliados no ponto (P;, Pj) (75), do qual resulta uma matriz com as
dimensdes da matriz derigidez K, que se designa por K’

> Multiplicar todos os elementos de K' pelos pesos W Wi correspondentes
ao ponto de Gauss corrente

> Adicionar WW, K’ amatriz derigidez do elemento finito (K ).

Fim do ciclo estendido aos pontos de Gauss.

6.8 - Calculo das tensdes e defor magdes finais

Depois de resolvido o sistema de equacbes K a = F, com K, a e F referentes a totalidade

dos graus de liberdade da estrutura, é possivel calcular o estado de tensdo e deformagéo

em qualquer ponto de qualquer elemento. Apesar de a formulagéo permitir o cdlculo de

tensdes e extensdes em qualquer ponto, verifica-se que existe uma muito maior precisao

se 0s pontos seleccionados coincidirem com os pontos de Gauss correspondentes a

guadratura de Gauss com 2x2 pontos [6.3]. Este facto € independente do nimero de

pontos de Gauss que foi utilizado no calculo dos componentes de K e F. Assim, deve-se

proceder do seguinte modo para calcular as deformacdes e tensdes num ponto de um

elemento finito:

seleccionar o elemento finito que vai ser alvo do estudo;
nesse elemento, seleccionar o ponto de Gauss em que se pretende conhecer o
estado de tensao;

calcular amatriz B no ponto seleccionado, cujas coordenadas sao

(31,52):[1“ ﬁ’i ﬁ) (110)

com base no vector que contém todos os deslocamentos, extrair para um vector
de oito componentes os deslocamentos dos nés do elemento que esta a ser
estudado (a);

calcular o vector deformagéo ( £) com aexpressao (94);
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» cacular amatriz de elasticidade ( D ) com a expresséo (31);

e cacular o vector tensdo ( o) com aexpressao (30);

Depois de obtidos os valores de o e £ nos pontos de Gauss (2x2), € possivel fazer a sua
interpolagdo ou extrapolacdo para outros pontos do elemento, nomeadamente para 0s
seus nés[6.4]. Desta forma se obtém resultados mais precisos do que aqueles que se

obteriam com a avaliacéo directa das tensdes no ponto pretendido.

6.9 - Consideracfesfinais

Neste capitulo foi apresentado o modo de obter a matriz de rigidez de um elemento
finito quadrilé&ero de geometria arbitréria, destinado a discretizagdo de estados planos
de tensdo. Foi apresentado com detalhe o0 caso do elemento de quatro nos e da
guadratura de Gauss com 2x2 pontos. Alguns aspectos importantes séo deixados para
outros capitulos, tais como a assemblagem da matriz de rigidez globa, o
desenvolvimento de elementos com mais do que quatro nos, a influéncia do nimero de
pontos de Gauss na qualidade dos resultados, o cdlculo de ac¢es nodais equivalentes a

accOes concentradas, distribuidas e de volume, etc.
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CAPITULO 7

FUNCOES INTERPOLADORAS

Neste capitulo sdo descritos diversos modos de obtencdo de funcgbes interpoladoras,
também designadas fungdes de forma. Sdo apresentados exemplos relativos a meios
unidimensionais, bidimensionais e tridimensionais. As funces de forma obtidas por
procedimentos genéricos podem depois ser utilizadas em distintas formulacdes do

método dos elementos finitos.

7.1 - Simbologia

Apresenta-se em primeiro lugar um resumo da simbologia adoptada no ambito da

determinacéo de funcdes interpoladoras.

Tabela 7.1 - Simbologia relativa a determinagdo de funcoes interpoladoras.

X Coordenada cartesiana

Coordenada cartesiana de um n6é de um e emento finito

byl

u Campo de deslocamentos

a Deslocamento nodal

N Funcéo interpoladora ou fungdo de forma

n NuUmero de nés do e emento finito

L Dimensdo do elemento finito

S Coordenadalocal (curvilinea)

h Espessura do elemento finito laminar

=]

Espessura do elemento finito num né

Coordenadalocal de um n6 de um elemento finito

(%]

Ny  |Vector das funcgdes interpoladoras ou fungdes de forma
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\% Vector contendo os factores ndo constantes de um polinémio

c Coeficiente de um termo de um polinémio

Q Matriz cujas colunas contém o vector V avaliado em nos do elemento finito

p Numero de nés de um bordo de um elemento finito

A Deslocamento de um n6 de um elemento finito

7] Rotacdo de um n6 de um elemento finito

7.2 - Caso unidimensional

Na Figura 7.1 encontra-se representado um elemento finito unidimensional com quatro
nos colocados sobre 0 eixox. A posicdo de cada n6 € definida pela respectiva

coordenada cartesiana X , sendo i o numero do no.

u(x)
. .
@ @
@ @ ® @
X=%,)

(x=%,) (x=%)  (x=x)

(

e

Fig. 7.1 - Elemento finito unidimensional de geometria arbitraria.

As caracteristicas essenciais de umafuncéo de forma N; s80 as seguintes:
» deve assumir o valor unitario para X = X, ;

» deve anular-se nos restantes nos.

E também desgjavel, no caso das funcdes polinomiais, manter o grau do polinémio t&o

baixo quanto possivel.

Na Tabela 7.2 encontram-se os valores que cada fun¢do de forma deve assumir nos nés
do elemento finito.
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Tabela 7.2 - Caracteristicas das fungdes Ny(X) , Na(X) , Na(X) € Ny(X).

X X X X3 X,
N1(X) 1 0 0 0
N2(x) 0 1 0 0
Ns(X) 0 0 1 0
Na() 0 0 0 1

E fécil verificar que as seguintes funcdes de forma sdo polinémios que respeitam as
condi¢des definidas na Tabela 7.2.

ol
LR e = @
S ) G @
SR e s ®

A expressdo genérica para o caso de um elemento finito unidimensional com n nos é

- %)
%) ®)

A expressdo (5) é designada férmula de interpolagdo de Lagrange[7.1], sendo as
expressoes (1)-(4) o caso particular de (5), quando n = 4.

Se em(5) se considerarn=2, X, =-1 e X, =1, obtém-se as funcdes de forma que
foram determinadas no Capitulo4 para 0 caso da barra de dois nés e

comprimento L =2. De um modo semelhante seria possivel verificar a coincidéncia
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entre as restantes funcdes de forma determinadas no Capitulo 4 e as que se obtém

com (5).

7.3 - Caso bidimensional

Considere-se agora o elemento finito bidimensional com 16 nds representado na

Figura7.2.

,®
*®
$®
°®

[ ® ® [
x| @ @ @ @ 2
[ ® ® [
x| ® ©®© @
@ 4 4 @
© ® 66 O

2/3 2/3 2/3

Fig. 7.2 - Elemento finito bidimensional com 16 nos.

Relativamente a0 elemento finito de 16 nods, pretende-se obter a funcdo de
formaNy (s1, ). Esta fungdo deve ser unitaria no n6 7 e deve anular-se nos restantes

nos. As coordenadas do n6 7 sdo (s, ) = (13, -1/3).

Na direccdo s;, 0 N6 7 € o terceiro nd. Por isso deve-se utilizar a funcdo N3 indicada

em(3) e considerar x=5s, X =-1, X,=-1/3, X, =13 e X, =1. Esta fungdo €

designada N3; e tem a seguinte expressao
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N (5) = (s+1) (s+13)(s-1)

(v3+1) (13+v3) (13-) (6)
27
Ny (s) = _1_6(51”1)(51*]/3)(51-1) -

Os indices em N3; tém o significado de fungdo de forma unidimensional correspondente

ao nd 3 e com x substituido por s;.

Na direccdo s;, 0 n0 7 é 0 segundo no. Por isso deve-se utilizar a fungdo N, indicada

em (2), considerar x=s, e, de igua forma, X, =-1, X, =-1/3, X,=1/3 e X, =1.

Esta funcéo é designada N, e tem a seguinte expressdo

(s,+1)(s,-13)(s,-1)

Ny, (s,) =

(~13+3) (-13-13)(-13-1) ©
Na(s) = 22 (5,+3) (5, -4/3) (5,1 ©
A funcio Ny (s1, S,) € 0 produto de (7) por (9)
N, (s.,5,) = Ny (s) Nyo(s)) (10)
N, (5.8) = — 222 (5+2) (s+13) (s -2) (s,+2) (5, -13) (s, -1) (11)

256

Como se pode facilmente verificar, esta funcdo de forma assume o valor unitario no
no6 7 e anula-se nos restantes nos. As fungdes de forma correspondentes aos restantes 15
nOs poderiam ser obtidas de um modo idéntico a0 que foi aqui apresentado. Na

Figura 7.3 encontra-se, em perspectiva, o gréfico dafuncéo N; (s1, ).
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Fig. 7.3 - Gréfico dafuncdo de forma Ny (s, ).

A expressdo (11) é equivaente a seguinte

81
N,(s.s,) = 2_56+

243 243
+-—g-——5 -

256 © 256
_ﬂ Z_ESLSZ_E 2 _
2568'L 256 256
243 ; 243 , 243  , 243 ,

PSR I P 4508y 12
2565' 2565'Sz 2565'% 256% (12)
+729 Se 4 81312 2+729 3

256 256 256
243 5 2 243 5 5
+ 5 £ _
25681% 2565'SZ
729 ,

19 s
2568'L >
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O triangulo de Pascal correspondente a umafuncéo de duas variaveis € o seguinte

1
s s,
s SS, s;
s; s'S, S,S; s
s s's, s's; S s
s s's, s’s; s's; s, S, s
s? 'S, s's; s's; s's; S.S S5

(13)

Comparando (12) com o tridngulo de Pascal representado em (13), pode observar-se que

a funcdo de forma Ny (s1, $2) € um polinémio de sexto grau incompleto, em que foram

utilizados apenas os 16 termos que figuram em (12).

7.4 - Procedimento genérico para determinar as funcbes de forma

Apresenta-se em seguida um procedimento que permite determinar as funcdes de forma

de um elemento finito com n nés arbitrariamente distribuidos[7.2]. A exposicdo que se

segue basdiase num exemplo, que consiste num elemento finito de cinco nés

posicionados de acordo com aFigura 7.4.

() h(si, )

Fig. 7.4 - Elemento finito com cinco nés.

As coordenadas dos cinco nés do elemento finito sdo, no sistema de eixos (s, )
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Su S -1 -1

S +1 -1
S=1S; Sp|=|+1 +1 (14)

Sy Sp 0 +1

1S S LT 1+ 1_

Pretende-se fazer a interpolacdo do campo de espessuras h (si, S), sendo utilizada a

seguinte expressdo, em que h, representa a espessura do elemento finito no no .

h(s.s)=N,(s.s)h + N,(s,s,)h, + Ny(s,s) b, +

_ _ (15)
+N,(s,8)h, + N(s,8) by
Recorrendo a notagcdo matricial, a equacdo (15) passaa
N
NZ
h=[h, B, B h RJ|N, (16)
N,
_NS_
ou
=T
h=h N, (17)
sendo
_ﬁl_
h,
h=|h, (18)
h,
]
"N,
N2
Ny = N, (19)
N4
| Ns |
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Tendo em vista a determinacéo das cinco funcdes de forma polinomiais N;, € necessario
seleccionar no triangulo de Pascal um ndmero de termos igual a0 nimero de nés do
elemento finito. Por este motivo, 0 exemplo da Figura7.4 requer a escolha de cinco
termos, que devem ser de grau t&o baixo quanto possivel. No tridngulo de Pascal atras
apresentado (13), sdo assim seleccionados 0s seguintes termos, que se agrupam num

vector designado por V

(20)

<
I
(LGNNI 7, B ™

(1SS ]

Na seleccdo efectuada, foi dada preferéncia a termos de grau mais elevado em s; do que
em s, devido ao facto de o elemento finito apresentar mais n6s segundo a direc¢éo s;.
De acordo com a seleccdo de termos efectuada, a funcdo h (si, ) vai ser aproximada

com o seguinte polinémio

h(s.s)=C+CS+CS+C S +GSS (21)

gue em notacdo matricial se escreve

h=[c ¢ ¢ ¢ ¢ (22)

W
'\S,,'—mNI\S”._V’H

ou
h=c"V (23)

sendo
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0

(24)

I
I
£ 0

&

Ao efectuar em (22) a substituicdo das varidveiss, es, pelas coordenadas do né 1,

pretende-se obter o valor da espessurah no no 1 (ﬁl)

h=[c ¢ ¢ ¢ o s (25)

Procedendo de igual forma com os restantes nés e agrupando as cinco expressdes do

tipo (25) numa Unica expressdo matricial, tem-se

lh, R, R h R=
1 1 1 1 1
Su Su Su Su S (26)
= [C.I. G G G Cs] Se S» S» Sip S»
S S S S 0§
1SuSe SuSn SuSp SuSp S
ou
ET = QT 9 (27)
sendo
[ 1 1 1 1 1
Su Sx Su Su S
Q=| s S» S» Siz S (28)
S S s s &
1SuSe SuSy SuSn SuSnp SuSy)
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No caso do exemplo da Figura 7.4 e de acordo com (14), os elementos de Q sdo

(+1 +1 +1 +1 +1
-1 +1 +1 O -1
~1 -1 +1 +1 +1 (29)
+1 +1 +1 0 +1
+1 -1 +1 0 -1

O
I

Uma vez que a matriz Q € quadrada e se supde néo singular, pode-se multiplicar, a

direita, ambos os membros de (27) por 9‘1, resultando
¢'=h' Q" (30)

Substituindo o segundo membro de (30) em (23) resulta

T ~-1

h= Q

1=

v (31)

Uma vez que sdo iguais os segundos membros de (17) e (31), e umavez gque o vector de

espessuras (E ) éarbitrario, conclui-se que
N, =Q7 Vv (32)
No caso do exemplo daFigura7.4, ainversadamatriz Q (29) é

[ Y4 -y4 -Y4 0 Y4]
Y4 14 -1Y4 0 -14
Q'=|-y4 y4 y4 y2 14 (33)

1 o 0 -1 ©
-4 -y4 Y4 12 -14

resultando
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[ Y4 -y4 -Y4 0 Y4]
Y4 Y4 -1Y4 0 -Y4

O VNI B

No=|-Y4 Y4 ya y2 ya (39
1 0 0O -1 0
-V4 -ya Y4 Y2 -v4)[ss

As fungBes de forma sio

Ni(s,8)=(1-5-s,+s5)/4 (35)
Ny(s.8)=(1+s-5-55)/4 (36)
Ny(s.5,) = (1+s+s,+25 +55,)/4 (37)
N,(s,8)=1-¢ (39)
Ny(s.5,) = (F1-s+s,+25-55,)/4 (39)

Existem alguns casos em que, devido a localizagcdo dos nos ou devido a incorrecta

seleccdo de termos no tridngulo de Pascal, a matriz Q resulta singular. Nestes casos o

procedimento agui descrito ndo pode ser utilizado.

7.5 - Elementos bidimensionais. familias L agrangeana e serendipity

O procedimento descrito na Seccgéo 7.4 encontra-se bem definido, com excepcdo do
facto de ser necessério seleccionar, em cada caso, um adequado conjunto de termos no
triangulo de Pascal. Nos casos em gque ndo existe um critério 6bvio, é conveniente
ensaiar vérias dternativas. De cada conjunto de termos do tridngulo de Pasca vai
resultar uma distinta formulacéo do elemento finito, sendo conveniente averiguar qual é
a que conduz a resultados mais precisos. Para as situagbes mais comuns existem ja
formulacbes que conduzem a bons resultados, sendo em seguida apresentados dois
desses casos, que sdo designados de elementos da familia Lagrangeana e elementos da
familia serendipity [7.2].
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Os elementos bidimensionais da familia Lagrangeana s quadrilateros com p? nés,

sendo p o nimero de nds de um bordo (ver aFigura7.5).

S Sil St
L,=2 —> —> —>
| | |
L1:2 L1=2 L1=2
p=2 p=3 p=4

Fig. 7.5 - Elementos finitos bidimensionais da familia L agrangeana.

As fungdes de forma do elemento Lagrangeano com p =4 foram ja apresentadas na
Sec¢do 7.3. Quando se determinam as funcdes de forma com o procedimento genérico
descrito na Secgdo 7.4, deve-se seleccionar os termos do triangulo de Pascal com o

critério definido naFigura 7.6.

Fig. 7.6 - Seleccdo de termos no tridngulo de Pascal para elementos finitos bidimensionais da
familia Lagrangeana.

Como se pode observar na Figura 7.6, o critério de seleccdo de termos no tridngulo de

Pascal é facilmente extensivel avalores superiores de p.
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Apresentam-se na Figura7.7 aguns exemplos de elementos finitos da familia

serendipity.
St S $1
L2—2 — —_ N
] ] ]
L1:2 L1=2 L1=2
p=2 p=3 p=4

Fig. 7.7 - Elementos finitos bidimensionais da familia serendipity.
O numero de nés de cada el emento da familia serendipity €4 (p - 1), sendo p o nimero
de n6s de um bordo.

Na Figura 7.8 encontra-se o critério de seleccdo de termos no triangulo de Pascal para o

caso de elementos da familia serendipity.

Fig. 7.8 - Seleccdo de termos no tridngulo de Pascal para elementos finitos bidimensionais da
familia serendipity.
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De cada vez quep é incrementado uma unidade, sdo acrescentados quatro nés ao
elemento finito (um em cada bordo) e so seleccionados mais quatro termos no

tridngulo de Pascal. Este critério é extensivel a qualquer valor de p.

Na prética, os el ementos finitos que apresentam um bom compromisso entre 0 nUmero
de nés e a qualidade dos resultados obtidos séo os da familia serendipity, com oito
nos (p = 3). Apresenta-se na Figura 7.9 um exemplo de um destes elementos finitos no

referencial (X, X2).

X2

X1

Fig. 7.9 - Elemento finito de 8 nds dafamilia serendipity.

Quando comparado com o quadrilatero de quatro nés, o el emento finito representado na
Figura7.9 tem a vantagem de ser mais preciso e de se adaptar bem a fronteiras

curviliness.

Apresenta-se em seguida um exemplo de um elemento finito que apresenta mais nds na

direccéo s, do que nadireccdo s, (ver aFigura 7.10).
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Fig. 7.10 - Elemento finito bidimensional com oito nos.

Tendo em vista a determinagéo das funcoes de forma do elemento finito representado na
Figura7.10, devem ser seleccionados os termos do triangulo de Pascal que se
encontram assinalados na Figura 7.11.

NS

s ss SS

Fig. 7.11 - Seleccéo de termos no tridngulo de Pascal para o elemento finito bidimensional

representado na Figura 7.10.

Sao preferidos termos de grau mais elevado em s,, porque o elemento possui mais nNos

nadireccdo s, do que nadireccéo s;.

7.6 - Propriedades das funcdes inter polador as

Considere-se 0 el emento finito de trés nés representado na Figura 7.12.
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u(x)
——>

4 a 8

o
® @ ®

(x=x) (x=x,) (x=%;)

Fig. 7.12 - Elemento finito unidimensional de geometria arbitraria.

Supondo que ndo é efectuada qualquer substituicdo de variavel, a interpolacéo do
campo de deslocamentos é ef ectuada da seguinte forma

u(x) = Ny (x) & + N, (x) &, + N; (x) a, (40)
Admita-se agora que em todos 0s nos é imposto o mesmo deslocamento A.
=8 =3=»4 (41)
Neste caso pretende-se que afuncdo interpolada u ( x ) sgjauma funcéo constante
u(x)=2a (42)
em todos os pontos do e emento finito.

Substituindo (41) e (42) em (40), resulta

A=N,(x) A+ N,(x)A+ N,(x) A (43)
N, (x) + N, (x) + N, (x) =1 (44)
>N () =1 (45)

sendo n o nimero de nés do e emento finito.

A equacdo (45) constitui uma propriedade que as funcdes de forma devem possuir. SO

assim se garante que uma translacéo do elemento finito é correctamente interpolada com
aequagdo (40).
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E fécil constatar que todos os conjuntos de funcbes de forma apresentados nos

Capitulos 4 e 6 possuem a propriedade (45).

Outra questdo que se coloca é a de definir um procedimento que garanta que as funcfes
interpoladoras que se pretende determinar possuam a propriedade (45). Com este

objectivo considere-se a expressao que define as fungdes interpoladoras (32)

N, =Q™*V (46)
Multiplicando ambos os membros de (46) por Q obtém-se

QN, =V (47)

gue no exemplo da Figura 7.4 corresponde a (ver a Seccéo 7.4)

1 1 1 1 1 N, 1
Su Sy Sy Su S [| N, S
S S» Sy Siz Sz Ny =] s (48)
S S S S S |INg| | S
15182 SuSe SuSe SuSe &% [Ns] [SS]

Como se pode verificar em (48), se no tridngulo de Pascal o elemento unitério do seu
vértice for o primeiro dos termos seleccionados, entdo o primeiro elemento do vector V

€ sempre unitario e a primeira linha da matriz Q tem todos os elementos também

unitérios. A primeiradas cinco equagdes a que (48) corresponde €
N, +N, + N, + N, + N, =1 (49)

As fungbes de forma determinadas com (46) respeitam as condicdes (48) e (49). Assim
fica provado que sempre que o termo unitério do tridngulo de Pascal é seleccionado,

entdo as funcdes de forma obtidas possuem a propriedade (45).

7.7 - Inter polagéo Hermitiana

Em todas as interpolagdes que foram efectuadas nas seccOes anteriores apenas se

atendeu aos valores nodais das fungbes. Na interpolacdo Hermitiana, que € descrita
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nesta seccdo, sdo também consideradas as derivadas das fungbes nos nés. Este tipo de
interpolacdo tem interesse para a formulacdo de elementos finitos em que sdo

consideradas as rotagdes (e.g., vigas, lgjes).

Na Figura7.13 encontra-se um elemento finito com dois nés e comprimentoL. A
funcéo u(x) corresponde ao deslocamento vertical, cujos valores nodais séo A; e A,. Nos

nos 1 e2 arotacdo € & e 6, respectivamente.

Fig. 7.13 - Interpolagdo Hermitiana num elemento unidimensional com dois nés.

Os deslocamentos generalizados dos nés do elemento finito representado na Figura 7.13

S80 0s seguintes

a A,
a|_| 6
a=||= 50
3% a7, (50)
a, o,
De acordo com a Figura 7.13 e designando du/dx por u'(x), tem-se
a =4, =u(x)=u(-L/2)
8, =6, =u(x)=u(-L/2)
(51)

8, =1, =u(x,)=u(L/2)
a,=6, =u(%)=u(L/2)

Umavez que as rotages sdo muito pequenas, supde-se
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tan 6 0 6 (52)

Pretende-se determinar a funcdo u(x) que respeita as condi¢bes(51). Com esse
objectivo, admite-se que afuncdo u(x) é o seguinte polindmio de grau 3

u(x) = ¢ +c, x+c; X2 +¢, X (53)

gue em notacdo matricial corresponde a

1
X
u)=le & o o], (54)
XS
ou
ux) = c"V (55)
sendo
G
c=|" (56)
|G
Cy
e
1
| x
V= X2 (57)
XS
Derivando ambos os membros de (53) obtém-se
u'(x) = ¢, + 2¢,x + 3¢, X2 (58)

gue em notacdo matricial corresponde a
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0
izl ¢ o ol (59)
2 4, 2X
3x?
ou
u(x) =chv’ (60)
sendo
0
vi=| 1 61
V=l (61)
3x?

Para que (51) se verifique quando as funcdes u e U' sdo (54) e (59), é necessario que

1
oy X
a=u(x)=[c ¢ ¢ c] %2 (62)
<3
0
a,=u(x)=le ¢ o ol (63)
2 4, 22
3%’
1
_ X,
a's:u(xz):[cl C, G C4] 2 (64)
<3
0
a=u(x)=le ¢ ¢ o] © (65)
2X,
3x;
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Agrupando (62)-(65) numa Unica expressao matricial, resulta

1 0 1 0
[, a a a]=[¢ ¢ c cf 22 21)_(1 :z 2;2 (66)
x° 3%x? %5 3%/
ou
a’'=c¢'Q (67)
sendo a definido por (50), ¢ definido por (56) e Q definido por
1 0 1 0
X, 1 X 1
| 2n % 2% ©)
x} 3% X 3%x7

Verifica-se assim que as colunas da matriz Q sdo constituidas pelos vectores V (57) e

V' (61) avaliados nos pontos nodais X, € X, .
No caso daFigura7.13 tem-se

1 o 1 o
-2 1 L2 1

Q= s L e L (69)
-1°/8 31%/4 L%/8 31%/a
Multiplicando, a direita, ambos os membros de (67) por 9‘1 resulta
¢ =a Q" (70)
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A matriz inversade (69) é

Y2 -3/(2L) o 2/

L | 8 -y4 -y(2L) YL?
Q- 12 3/(2L) o -2/ (1)
2

-8 -ya yleL) Yo
Substituindo (70) em (55) obtém-se
u(x) =a’' Q*v (72)
A interpolacéo que se pretende definir deve ter as seguintes caracteristicas
u(x) = Ny(x) & + N,(x) &, + Ny(x) &, + N, (x) a, (73)

gue em notacdo matricial corresponde a

N,
N2
u) =la a a al| (74)
N,
ou
u(x) =a" N, (75)

sendo a definido por (50) e

1

N

(76)

w

N

_ N
NV—N
N,

Uma vez que sdo iguais 0s segundos membros de (72) e (75), e uma vez que o vector

dos deslocamentos nodais (a) € arbitrério, conclui-se que

N, =Q™V (77)
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No caso do exemplo da Figura7.13, as funcdes de forma obtém-se fazendo o produto
de (71) por (57), resultando

N, (x) = %_2_3;_)” E X (78)
N, (x) = %—%x—z—ll_xz +%x3 (79)
N, (x) = %+2—3;_x—%x3 (80)
N, (x) = —%—Zx+2—1|_x2+%x3 (81)
No caso particular de ser L = 2, as fungdes de forma sdo as seguintes
N, (x) = %—§x+%x3 (82)
N, (x) = %—%x—%xz +%x3 (83)
N, (x) = %+gx—%x3 (84)
N, (x) = —% —%x+%x2 +%x3 (85)

Os gréficos das funcdes (82)-(85) encontram-se representados na Figura 7.14
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N1 (X) N2 (X)
[ 1 4

~

N3 (X) Ns (%)
1 / 17

1 1 1\\/1

Fig. 7.14 - Gréficos das funcbes N;(X) correspondentes ao elemento de dois nés com
comprimento L = 2.

Apresenta-se em seguida o caso da interpolagdo Hermitiana de um elemento de trés nos.
O elemento considerado tem comprimentoL =2 e o nd intermédio centrado (ver a
Figura7.15).

u (x)

Fig. 7.15 - Interpolagdo Hermitiana num elemento unidimensional com trés nés.
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O vector dos deslocamentos generalizados é

& A
a|l |6
a; | _|4,
a= =
T |a, o, (86)
a | |4,
3| [ 6]
A funcdo u(x) que respeita as condigdes indicadas naFigura7.15 é
u(x) = ¢ +c, x+c X2 +c, C+e XA +¢, X° (87)
-1
X
XZ
e SR e (88)
X4
X5
u(x) =c'v (89)
A derivada dafuncéo u(x) é
u'(x) = ¢, + 2c,x + 3¢, X* + 4¢, x° + 5¢, x* (90)
"0
1
. 2X
U=la e & e ol (91)
4x°
_5X4_
u(x) =c"Vv' (92)
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A matriz Q € neste caso a seguinte

re)
I

De acordo com as coordenadas indicadas na Figura 7.15, tem-se

re;

o O o+ OO

Atendendo a(77), tem-se

N,7 [0
N,| |0
Ny | |1
N,| |0
Ny| |0
Ng| |0

R
N

X % B~ O

NANGNoN

w

D

!
X X X X X

N Na NNy N
()]
Xl X

I
O O O O O
o O O o+ O

o O O O O

-5/4 -12 34 ]
Y4 -4 ya

o O O O O

Y4 -14

1 0
X, 1
%2 2%,
X2 3%xZ
XS4 4233
X, 5% |

10

11

12

1 3

14

1 5]

~12 34 ]
~y4 14

1 0

0 1
~12 -3/4

Y4 Y4 |
1 0

o 1
~12 -3/4
Y4 14 |

141

v X P

X X X
w

x
o

(93)

(94)

(95)

(96)

(97)



Funcdes Interpoladoras - Alvaro F. M. Azevedo

1,, 35

N,(x) = x* = =x® - =x* + =x 98
() PR (%8)
1, 1, 1, 15
N,(X) = =x"—=X"—-=X"+ =X 99
() = X =2 = ot 42 (99)
N,(x) = 1-2x% + x* (100)
N,(x) = x-2x% +x° (101)
2 3 4 3 5
Ny (x) = x® + =x% - =x* - Zx (102)
2 4
1, 1,. 1, 15
Neg(X) = —=x"—=x"+=X"+=X 103
o()) = = =+ oxt o (103)

Os gréficos das funcdes (98)-(103) encontram-se representados na Figura 7.16.

7.8 - Consideracgbesfinais

Neste capitulo foram apresentados alguns procedimentos destinados a determinacéo de
funces de forma. Sempre que os procedimentos mais simples ndo sgiam aplicaveis,
deve-se utilizar um dos métodos genéricos descritos nas Seccbes7.4 e7.7. A
metodologia descrita na Seccdo 7.4 pode ser facilmente adaptada aos casos
tridimensionais. Neste caso, no lugar do triangulo de Pascal tem-se uma piramide em
cujo vértice figura o elemento unitario, seguido de um segundo nivel em que figuram as

variaveis s, S € Sg, €etc.
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Nl (X) N2 (X)
1+ 17
X X
e —~
-1 1 -1 1
N3 (x) Ny (%)
1 L
X X
1 | 1
N5 (X) Ne (%)
1+ 14
X X
1 14 !

Fig. 7.16 - Gréficos das funcdes N;(x) correspondentes ao elemento de trés nds com

comprimento L = 2.
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CAPITULOS8

ASSEMBLAGEM DE ELEMENTOS FINITOS

No Capitulo 3, foi apresentado com detalhe o caso da assemblagem de barras em
problemas unidimensionais. Neste capitulo apresenta-se de um modo sucinto a
adaptacdo da técnica ja descrita ao caso dos € ementos finitos com mais do que dois nos

e mais do que um grau de liberdade por n6 [8.1].

8.1 - Simbologia

Apresenta-se em primeiro lugar a simbologia adoptada na descric¢éo da assemblagem de

elementos finitos.

Tabela 8.1 - Simbologia relativa a assemblagem de elementos finitos.

X |Coordenada cartesiana

a |Dedocamentos nodais, nos graus de liberdade da estrutura, no referencial geral

ag |Deslocamentos nodais, nos graus de liberdade do elemento finito, no
referencial geral

K |Matriz derigidez da estrutura no referencial geral

Kq |Matriz derigidez do elemento finito no referencial geral

F [Forcas nodais equivalentes a accdo exterior, nos graus de liberdade da estrutura,

no referencial geral

Fy |Forgas nodais equivalentes a accéo exterior, nos graus de liberdade do elemento

finito, no referencia gera
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8.2 - Assemblagem da matriz derigidez global e do vector solicitacao

Depois de calculadas as matrizes de rigidez de todos os elementos finitos no referencial
geral (Kg), € necessario proceder ao célculo da matriz de rigidez globa da
estrutura( K ). Uma operacdo semelhante tem de ser efectuada com os vectores
solicitacdo dos diversos elementos finitos.

A assemblagem das matrizes de rigidez dos diversos elementos finitos na matriz de

rigidez global é em seguida apresentada com base no exemplo da Figura 8.1.

@, @5 B G@."

@ ® ®

X1

Fig. 8.1 - Estrutura constituida por um elemento de 4 nés (A), um elemento de 2 n6s (B) e um
elemento de 3 nés (C).

A estrutura representada na Figura 8.1 tem seis nés (1 a6) e trés elementos finitos (A, B
e C). O demento A tem quatro nds, o elemento B tem dois nés e o elemento C tem trés
nos. Em cada nd existem dois graus de liberdade. Em correspondéncia com os doze
graus de liberdade da estrutura existem doze deslocamentos nodais (a) e doze forcas

nodai s equivalentes a acgcdo exterior ( F).
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ai all Fl Fll
&, 8, F, Ry
aS aZl F3 F21
a, 3, F, Fy
a5 a31 F5 F3l
a=|>|=|X F=| =] @
a, a,, F, Fu
2 A Fg Fp
a9 aSl F9 F51
Qo 3, Fio Fs
all aﬁl Fll FGl
82| [ 8] | Fe] [Fel

De acordo com (1), nas consideracoes que se seguem € adoptada a numeracéo dos graus
deliberdade de 1 a12.

Narelagdo de rigidez correspondente a estrutura
Ka=F (2)
amatriz derigidez globa (K ) € umamatriz 12x12.

Nas Figuras 8.2, 8.3 e 8.4 encontram-se representados os elementos finitos que vao ser

assemblados e a respectiva numeracdo local (nos e graus de liberdade).

@2 @

dy

%993-1 %:;as

® @

Fig. 8.2 - NumeracBes locais do elemento finito de 4 nés (A).
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@8 ol

Fig. 8.3 - Numeracdes locais do elemento finito de 2 nés (B).

as

@t

& C &
a .%99 as
® @

Fig. 8.4 - NumeracBes locais do elemento finito de 3 nés (C).

S80 as seguintes as matrizes de rigidez dos trés elementos finitos no referencial gera

Ar A As As As As Ay Ag
Ay A As Ay As A Ay Ag
Ar Ao A Au A As Ar As
Hemento & KA =|f Ae As A A Ac A A -
Ar A As Av A As Ar As
Al A A A As A A A
A A As Ay As A A Ag
A A A A As A Ar Al
‘B, B, B, By,
. B _ B21 BZ2 B23 B24
Elemento B: K, = B, B, B, B, 4
_B41 B42 B43 B44
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(5)

C12 C13 Cl4 C15 C16

Cll

OO0 Jo0
OO0 000
I 5 338
OJ 0 Jd 0O
9 8 2 3 8
SOOI
OO0 00

c _
g =

K

Elemento C:

lobal dos graus de liberdade indicada na Figura8.1 (1 a12),

as matrizes de rigidez dos elementos finitos passam a ser

acéo g

Atendendo & numer

© <
N N
'C O oo oo oo oo oo
OO0 0O O0OO0OO0OOOoOOoOOoO O
< < < I
Az%%AmOOA;A‘AMAmoo O OO0 OO0 OO0 OO OoOOoOOo
. . e O OO OO OO0 OO O O O
o o o o
SLLLE LELL O OO OO OO0 OO O O O
N N 8 o O OO0 0O O0OO0OO0OOOOoO O O
< L L e ©C
O OO O OO OO OO O O
— = @ - a4 S
<L L L L CO © OO0 OO0 O0OO0OO0OOOoOOoOOoO O
O OO O OO0 OO0 OO O O < %
copd SN goooooo
OO0 0O O0OO0OO0OOOOoOOoO O
333“
0 o o o o o o cod Ao ©o 0 ocoo
Lo fLLLoo
N NN N
o e o ® o e o cofgd N nyfoooooo
TLLLoofLELoo
- = =
o o o o o © co A Fffo ooooo
Lo flLPLoo
O OO OO OO0 OO O O O
777700777700
_A/AOAJAO << OO0 o0Oo0oo0oo0oo0ooooo
I T
< o0
| x|
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0000 O O 0O O O O O
0000 O O 0O O O O O
0000 O O 0O O O O O
0000 O O 0O O O O O
0000C,C, 00C, C, C, Cg,
(¢[00 00Cy Cy 00C, Cy Cy Gy ©
~ loo0o00 0 0 00O O O O
0000 O O 0O O O O O
0000Cs C 00C, C C; Cy
0000C, Cg 00CGC, Cp, Cy Gy
o000C,C, 00C, C, Cy C,
0000C, Cs 00C, C, Cy C,

De acordo com o que foi exposto no Capitulo 3, a matriz de rigidez globa é a soma
de (6), (7) e (8), resultando

A As As Ars 0 0 Ar Ay Ay Arg 0 0
A As As A 0 0 A A A Ay 0 0
A, As AstBy Ac+B, By B, A A A Ay 0 0
A As AstB,y ActBy, By B A A As Ay 0 0
O O B31 B32 833 + CSS B34 + C56 O O C51 C52 C53 C54 (9)
O O B41 B42 B43 + CGS B44 + c66 O O C61 C62 C63 C64
Ar As As As 0 0 Ar A, A Ay 0 0
A Ay As Ao 0 0 A Ay Ag Poa 0 0
A37 AES A35 A36 ClS C16 A31 A32 A33 + Cll A54 + C12 C13 C14
A47 A48 A45 A16 CZS C26 Ahl A42 Ah3 + C21 Ahd + C22 C23 C24
0 O 0 0 Cy Cy 0O O Cs C, C; C,
0 0 0 0 Cps Cue 0O O Cu Cp Ci Cu

Em correspondéncia com os graus de liberdade indicados nas Figuras 8.1 a 8.4, tém-se
as forgas nodais equivalentes as accles exteriores sobre a estrutura. Assim, e de acordo
com o que foi exposto no Capitulo 3, sG0 0s seguintes os vectores solicitacdo

correspondentes a cada el emento finito, atendendo & numeracéo global da estrutura
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FA] 0 0
F 0 0
F5A FlB 0
FGA FzB 0
0 F> Fo
S EP=1 Fo=] 0 (10)
1
F) 0 0
FA 0 FC
FA 0 Fy
0 0 Fy
| 0 | 0 | _Ff_
O vector F é asoma destes trés vectores
FA
R
FSA + FlB
FGA + FZB
F3B + FSC
_ A B c _|FA+F
F=F"+F®+F°= "y (11)
F
F3A + Flc
F4A + F2C
Fy
L |:4C a

A relacdo de rigidez correspondente a totalidade dos graus de liberdade, no referencial
geral, é aseguinte (ver o Capitulo 3)

(K*+K®+K®)a = (FA+E+EC) (12)

Ka=F (13)

I
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Depois de acrescentar a(13) as condicdes de apoio (ver o Capitulo 3), € possivel
resolver o0 sistema de equacdes lineares que dai resulta e obter os deslocamentos

segundo todos os graus de liberdade da estrutura.

8.3 - Consideracbesfinais

Neste capitulo foi apresentada a assemblagem da matriz de rigidez global com base no
armazenamento de todos os seus termos. A matriz de rigidez global apresenta uma
distribuicdo de termos particular, que, quando devidamente explorada, conduz a
significativas economias de recursos informéticos, nomeadamente a reducdo do nimero
de operacdes de cdlculo e a diminuicdo da quantidade de memadria consumida. A
caracteristica mais simples de explorar é o facto de a matriz de rigidez global ser
simétrica, evitando-se assim o célculo e o armazenamento dos termos do seu tridngulo
inferior, bem como todas as operacBes de caculo que sobre eles teriam de ser
efectuadas. Considerando apenas os termos do tridngulo superior, é ainda vantgjoso
atender ao facto de muitos desses termos serem nulos. O critério de seleccdo da técnica
de armazenamento dos termos da matriz depende do método que vai ser usado para
resolver o sistema de equagdes. As técnicas de armazenamento mais comuns Sa0 as
seguintes. armazenamento em semibanda de largura constante, armazenamento em
semibanda de largura varidvel, armazenamento em skyline e armazenamento

esparso [8.2].
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CAPITULO9

FORCAS NODAIS EQUIVALENTES

Quando um elemento finito se encontra sujeito a accdes exteriores genéricas é
necessario proceder ao céalculo das forgas nodais equivalentes a solicitagcdo exterior.
Exemplos destas solicitagbes sdo as cargas concentradas num ponto do interior do
elemento, as cargas distribuidas em bordos, as cargas distribuidas em faces e as forcas
de volume. Comega-se por apresentar a formulacdo genérica do célculo das forgas
nodais equivalentes, seguindo-se um conjunto de exemplos ilustrativos dos

procedimentos que, em cada caso, se devem adoptar.

9.1 - Simbologia

Apresenta-se em primeiro lugar um resumo da simbologia adoptada no estudo das
forcas nodais equivalentes a accOes exteriores.

Tabela 9.1 - Simbologiarelativa as forgas nodai s equival entes a accdes exteriores.

X Coordenada cartesiana

P Ponto onde actua uma carga concentrada

L Arco onde actua uma carga distribuida por unidade de comprimento

Superficie onde actua uma carga distribuida por unidade de superficie

S
Vv Volume onde actua uma carga distribuida por unidade de volume
Q

Carga concentrada

p Cargadistribuida por unidade de comprimento

q Cargadistribuida por unidade de superficie

b Carga distribuida por unidade de volume

£ Extensdo
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1% Distorcéo

o Tensdo normal

r Tensdo tangencial

u Campo de deslocamentos

a Deslocamento nodal

B Matriz de deformacéo

D Matriz de elasticidade (g =D &)

C Elemento da matriz de elasticidade (D)

E Mddulo de elasticidade ou médulo de Y oung

Vv Coeficiente de Poisson

N Funcéo interpoladora ou fungdo de forma

K Matriz de rigidez do elemento finito no referencial geral

F Forcas nodais equivalentes a acgdo exterior, nos graus de liberdade do
elemento finito, no referencial geral

S Coordenadalocal (curvilinea)

X Coordenada cartesiana de um né de um elemento finito

S Coordenada local de um n6 de um elemento finito

p Valor nodal da carga distribuida por unidade de comprimento

Ny  [Vector das funcgdes interpoladoras ou fungdes de forma

T Matriz de transformacéo

A Versor

J Jacobiano da transformacéo

P Massa especifica do material

g Aceleracdo da gravidade
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h Espessura do elemento finito laminar

=]

Espessura do elemento finito num né

9.2 - Expressfes genéricas das for cas nodais equivalentes

Na Figura 9.1 encontra-se representado um corpo tridimensional sujeito a diversos tipos

de accles exteriores.

Fig. 9.1 - Corpo sujeito a diversos tipos de acgdes exteriores.

Os tipos de acgdes indicados na Figura 9.1 s&0 0s seguintes:

«  Forcageneralizada Q(x) concentrada no ponto P. As componentes de Q(x) séo

trés forcas e trés momentos.

* Acgdo distribuida por unidade de comprimento p Q() . Esta carga actua ao longo

da linhal, que se encontra definida no espaco e trés dimensbes. As

componentes de E(l() sdo trés forcas por unidade de comprimento e trés

momentos por unidade de comprimento.

« Acggo distribuida por unidade de superficie g(x). Esta carga actua na

superficieS, que se encontra definida no espago e trés dimensdes. As

componentes de ¢ (g() sdo trés forgas por unidade de superficie e trés momentos

por unidade de superficie.
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* Forca de volume p(g(). Esta carga actua num volumeV, que pode ser apenas
uma parte do volume total do corpo. As componentes de p(g() sd0 trés forgas

por unidade de volume. Em problemas esté&icos ndo sdo consideradas as

componentes de momento por unidade de volume.

Todos os tipos de acches atras referidos sdo definidos como funcdes das coordenadas

cartesianas

X = (X%, %) 1)

Na Figura 9.1 apenas foi indicado um exemplo de cada tipo de carga. Nas aplicacdes do
MEF é habitual existirem diversos exemplares de cada tipo de carga, e.g., varias cargas
concentradas em diferentes pontos do corpo, vérias cargas distribuidas em distintas

Zonas, €etc.

De acordo com o que foi exposto no Capitulo4, o principio dos trabahos
virtuais (PTV) estabelece que

Trabalho Interno = Trabalho Externo (2

Considerando todos os tipos de ac¢fes indicados na Figura 9.1 tem-se

_ T T T T
_ZQ:JQ 9+Zp:IL5g EdL+Zq:I35g 9dS+Zb:IV59 bdVv

jvaengv =
3)

Na exposicdo gque se segue, ndo sdo consideradas as rotacdes nem os momentos. Assim,

as componentes das diversas grandezas vectoriais que figuram em (3) sdo

6] o
& 0,

e=| 2| o=| 7 4
Va3 In
Va Iy
Zry L 712 |
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U Q P 0 by
u=|u,; Q=|Q|; P=|P,|; 9=|G|; b=|b (5
U Q, Ps Os b,

Na formulagdo do MEF (ver o Capitulo 6), o campo de deformacdes € interpolado a

partir dos deslocamentos nodai s com a seguinte expressao
£=Ba (6)

Quando esta equacdo se refere aos deslocamentos virtuais e correspondentes

deformacgbes, também virtuais, tem-se
0e=BJda (7)
gue é equivalente a
og' =0a B’ (8)

No caso geral tridimensional e em materiais isotropicos, a relagdo entre tensdes e
deformagdes € a seguinte [9.1]

o] [Cc, C, C, 0 0 0]fg
o, |c, ¢, c, 0 0 0llsg
o,|_|c; c, ¢ 0 0 0l -
.| 7lo 0 0 cC 0 0l
.l o 0 0 0 c 0lly
] [0 0 0 0 0 CllW
sendo
_ E(@-v)
o@+v)(@-2v)
Ev

C=—r—rnvu—

2 = () -2v) (10

c._E

° 2(1+|/)
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ou de um modo mais compacto
g=De¢ (11)

A matriz de éasticidade D depende do médulo de Young (E) e do coeficiente de
Poisson (V).

Substituindo (6) em (11) resulta

c=DBa 12)

Naformulacdo do MEF (ver o Capitulo 6), considera-se que a interpolacdo do campo de

deslocamentos a partir dos deslocamentos nodais é efectuada com a seguinte expressao
u=Na (13)
A equacdo (13) referida a deformagdo virtual € a seguinte
du=NJda (14)
gue € equivalente a
ou’ =da N’ (15)
Substituindo todas estas equagdes em (3) passa ater-se 0 PTV expresso por

[ oa'B'DBadv=
N

T T T T
Ja 9+Zp:jL5_u pdL + (16)

Uma vez que dV=dx;dx,dxs e os deslocamentos nodais ndo dependem das

Varidveis x,, X, e Xs, 0s vectores da' e a podem passar paraforadosintegrais
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T T T
N'Q + Ja Zp:jLu pdL + an

De acordo com oPTV, a equacdo (17) é verdadeira para qualquer conjunto de

deslocamentos virtuais, concluindo-se assim que

[,B'DBdV a=
N'Q+Y [ N'pdL+3 [ N'gds+> [ N'bdv (18)
p q b

oM

Comparando esta equacdo com a relacdo de rigidez que é utilizada no método dos

deslocamentos

tem-se, para o caso gera indicado naFigura 9.1
(20)

=
I
C——y
<
os]
_|
lw]
os]
o
<

E=)E +3 E"+3 E'+3F’ 1)
Q p q b

E®=N'Q (22)
F’=[ N'pdL (23)
Fi=[ N'gds (24)
F?=[ N'bdv (25)
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Exceptuando casos particulares, ndo se consegue uma precisdo aceitdvel quando se
discretiza um corpo com um unico elemento finito. Por este motivo, deve-se considerar
gue as expressdes (18)-(25) se referem a um elemento finito e que depois se procede a
habitual assemblagem da matriz de rigidez global e do vector solicitagdo global (ver o
Capitulo 8).

9.3 - For ¢a concentrada num ponto interior

O célculo das forgas nodais equivalentes a uma ac¢do concentrada num ponto interior
ao elemento finito € exemplificado com um elemento de quatro nés para estados planos

de tensdo (ver aFigura9.2).

X2

ag2 Uz (X1, X2)
\ Lo e
as Uy (X1, X2)
®
/

a \
%5 a Ponto P=(X,,,%s,)

1

@ Ponto P=(S,,,S-,)

X1

Fig. 9.2 - Elemento finito de quatro nés com uma for¢a concentrado num ponto interior.

De acordo com os graus de liberdade indicados na Figura9.2, s80 os seguintes os

vectores dos deslocamentos nodais e das correspondentes forcas nodais.
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ail Fll
3 R
aZl F21
a22 F22
a=|— F== 26
B aSl F31 ( )
& Fe
ay Fu
_a42 L F42_
No ponto P encontra-se aplicada uma forca exterior com as seguintes componentes
Ql}
= 27
Q |:Q2 (27)
As coordenadas locais do ponto P sdo
(s.8) = (51.55) (28)
As fungdes de forma do elemento finito sdo as seguintes (ver o Capitulo 6)
N,(s.s)=[-5){-s)/4
N,(s.s)=(+s)(1-5s)/4
(29)
N,(5.5) = (1+5) (s, /4
N,(s.s)=(-5)@+s)/4

As forgas nodais equivalentes a carga concentradaQ sdo calculadas com a

expressdo (22), sendo a matriz N constituida pelas funcdes de forma (29) avaliadas no
ponto (28).

N, = (1_§Pl) (1_§P2)/4
N, = (1+§Pl) (1_§P2)/4 30
N, = (1+5,) (1+5,)/4 >
N, = (1_§P1) (1+ §Pz)/4

De todas estas consideracoes resulta a seguinte expressdo para o cdculo das forcas

nodai's equivalentes aforga Q
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Fe] [N, ©

F2 0 N,

F? N, O
FQ: FZS — 8 Nz |:Q1:| (31)
- F2 N, 0]|Q

FS 0 N,

F4? N4 0

F3] [0 N

A expressdo (31) € facilmente avaliada desde que se conhegam as coordenadas locais
(s1, s2) do ponto P. Contudo, na generalidade dos casos préticos o ponto P € definido
pelas suas coordenadas cartesianas (xi, Xp). Esta questdo requer uma operacdo
preliminar, que consiste em calcular as coordenadas locais do ponto P a partir das suas
coordenadas cartesianas. Este calculo é efectuado com base na interpolacdo das
coordenadas cartesianas, que foi apresentada no Capitulo 6, e que em seguida se

reproduz

% (s.5,) = Ny(s,8,) %, + N, (s,,S,) % + Ny (s,,5,) %y + N, (s,5,) X,
(32)

%, (s,5) = Ny (s,5) %, # N, (s,5,) X + N3 (8,5) %, + N, (51,5,) X,

Em(32), X; representa a coordenada cartesiana do noi segundo a direcgdo X

Substituindo em (32) x; ex; pelas coordenadas cartesianas do ponto P eN; pelas
funcBes de forma (29), resulta um sistema de duas equacfes ndo lineares com duas

incognitas (s; €Sy).

1(1—%)(1—82) Xyt %(1_51)(1"'52) Xy = %y = 0

4
(33)
1 = 1 o -
Z(l_sl)(l_sz) Xp +oe t Z(l_sl)(l"'sz) Xpp = Xpp = 0
gue, de um modo mais compacto, se pode escrever da seguinte forma
filss) =0
(34)
f.(s.s) =0

162



Forcas Nodais Equivalentes - Alvaro F. M. Azevedo

Este sistema de equacBes ndo lineares deve, em geral, ser resolvido por um método

iterativo (e.g., método de Newton). A sua solucdo corresponde as coordenadas locais do

ponto P (S:,.5:,)-

9.4 - Cargadistribuida por unidade de comprimento

Na Figura9.3 encontra-se representado o elemento finito de oito ndés da familia
serendipity, que, neste caso, se destina a discretizacdo de estados planos de tensdo. Num

dos bordos existe uma carga distribuida por unidade de comprimento p ()_() )

X1

Fig. 9.3 - Elemento finito de oito nés com uma carga distribuida por unidade de comprimento.

As functes de forma do elemento de oito nos sdo as seguintes

N,(s,s)=(-5)(1-s)(-1-5-5,)/4

N,(s.5) = [L-52) (1-s,) /2
Ns(s,s)=(1+s)(1-5s,)(-1+s-5)/4
N,(s,s)=(1+s)(-<)/2 (35)
Ns(s,s)=(1+s)(1+s)(-1+5+s))/4

No(s.s) = (L-) (1+s,) /2
N,(s.5)=(1-5)@1+s)(-1-5+s,)/4
No(s.8)=01-5)(1-5)/2
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As interpolacdes das grandezas correspondentes ao bordo carregado sdo efectuadas com

as seguintes funcbes de forma, que se obtém substituindo s, por -1 em (35). Note-se

ainda que em todos os pontos do dominio de integracéo do integral (23) a variavel s,

assume o vaor -1.

+ N,

L
~
N

N, (s)=(
Nz (%) =1-
N,(s)= (¢
N,(s)=0
Ns(s)=0
Ne(s)=0
N,(s)=0
Ng(s)=0

|

2

—
N

(36)

Estas fungdes de forma coincidem com as que foram obtidas no Capitulo 4 para o

elemento unidimensional de trés nos.

Na Figura 9.4 esta representado o el xo tangente ao bordo (x'l), bem como o eixo normal

ao bordo (x’z). O eixo tangente ao bordo segue a numeracdo local dos nos. O eixo X,

formacom x; um referencia directo.

X2

(s1=0)
Q il /,(81=1)
@ = @

\Sl

X1

Fig. 9.4 - Bordo de trés nds com uma carga distribuida por unidade de comprimento.
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A carga distribuida E(xl,xz) € decomposta nas suas componentes tangencial ( P, ) e
normal ( p,). Numa andlise por elementos finitos s3o habitualmente conhecidos os

valores nodais das componentes tangencial e normal da carga distribuida, que se
designam por p;, i.e., valor da carga distribuida no nd i, segundo a direcgdo x; . Todas

as grandezas relativas as cargas distribuidas sdo forgas por unidade de comprimento de

arco.

A interpolacdo das componentes tangencial e normal da carga distribuida a partir dos
correspondentes valores nodais é efectuada da forma habitual, recorrendo as fungdes de
forma (36)

(37)
p,(s) = Ni(s) P, +N,(s) p,, + Ny (s) P,
ou
i —= = —= Iql
[ p1:| - { p11 p21 p31:| Nz (38)
p'2 F_le F_)22 F_)32 NS
p=p" N, (39)

Designando por T a matriz de transformagéo do referencial (x,,x,) para o referencial

(%.%,), tem-se

p=1p (40)
earelacdo inversa
p=T'p (42)
Substituindo (39) em (41) chega-se a
p=T"p "N, (42)
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A primeira linha da matriz de transformacéo T utilizada em (40) € constituida pelo

versor A, easegundapelo versor A, (ver aFigura9.5).

X2

X1

Fig. 9.5 - Referencial tangente ao bordo.

O versor N, obtém-se com a seguinte expressdo

Lo L(dx dx
E J(dsl’dslj “3)

ds’'ds

- &)
ds ds

O versor f, éortogonal a N, e formacom A, um referencial directo, sendo a seguinte a

sendo J anorma do vector (d—xl d ij

Sua expressao

L1 dx dx
k J{ dsl'dslj )

Os elementos da matriz de transformagdo T sd0 0s seguintes
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dx dx,
_1| ds ds
I_j_dxz d_Xl (46)
ds ds

Os elementos da matrizT sdo calculados com base na seguinte interpolacdo das

coordenadas de um ponto genérico do arco L.

x(s) = N,(s) %, + N, (s)
(47)

XQ(S.L) = NJ.(S.L) %, +N, (S.L) X2+ N; (51) X3

Nesta expressdo N, s30 as fungdes de forma associadas aos nés do arco (36) e X;

representa a coordenada cartesiana do no i segundo a direcgéo X. Derivando ambos os

membros em ordem as; chega-se a

dx _dN, _ dN,_ . dN, _
= + +
d% dS_L 1 dS_L X21 d% X31
d dN, dN, dN, )
_X2: N, ¢ + 2 % _+ N, o
ds dslxlz ds X2 ds X3
As derivadas em ordem a s, das fungdes de forma (36) sdo
aN, _ 1
ds 3 2
dN,
=-2
is -2 (49)
d_3:3_+1
ds 2

Para calcular as forcas nodais equivalentes a carga distribuida no bordo deve-se utilizar

aexpressao (23), que em seguida se reproduz

F’=[ N'pdL (50)
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Para facilitar o recurso a quadratura de Gauss (ver o Capitulo 5), deve ser efectuada a

seguinte mudanca de variavel

+1 dL
Br=] NTp o ds (51)

De acordo com a Figura 9.5, verifica-se que

dL = /(d%)’+ (dx,)’ (52)

Atendendo a (47), tem-se

(53)

dx
dx, =—2d

Substituindo (53) em (52), chega-se a

dL _ [(dx ) (dx) (54)
ds ds ds

Comparando (54) com (44), conclui-se que

dL _
ds J (55)
eaexpressao (51) passaa ser
EP=["N"pJds (56)
Substituindo (42) em (56), obtém-se
EP=[N"T"p'N,Jds (57)

Uma vez que em todo o dominio de integracdo se verifica ser s, =-1, na matriz N
devem ser utilizadas as fungdes de forma (36).
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Considerando todas as expressoes ja deduzidas, o vector das forcas nodais equival entes

acargadistribuidaindicada nas Figuras 9.3 € 9.4 é o seguinte

N, 0
0 N,
N, O
0 N, . dx _dx N
+H| —
Er=[|N, 0|5 32 32 {E}l T pﬂ N, [Jds (58)
(16x1) 0 N —= p12 pzz p32 N.
3 dsl dq 3
0O O
_0 0_
gue se simplifica para
_Fllp_ _Nl O_
Fp 0 N,
Fp N, O
= [ld dx NI
FZ; “ 9 N2 ﬁ _dS-IZ_ F_)’ pr ﬁl Nl
2= N Ollax, dx L—)}l ;—)'21 ﬁﬂ N | ds 9
= 0 N — 12 22 24| N
32 3 dsl dsl 3
0 0O O
| 0 | 0 0]

No vector F * apenas as seis primeiras componentes sdo néo nulas, i.e., nosnés1, 2 e3
(ver a Figura9.3) existem forgas nodais equivalentes, enquanto que nos restantes cinco

nos a contribuicdo da carga distribuida é nula.
O integral (59) pode ser calculado recorrendo a quadratura de Gauss (ver o Capitulo 5).

Todos os componentes da fungdo integranda de (59) sdo fungdes de s; ou sdo constantes

de valor conhecido, como € o caso damatriz p .

169



Forcas Nodais Equivalentes - Alvaro F. M. Azevedo

9.5 - Cargadistribuida por unidade de superficie

O cédlculo das forcas nodais equivalentes a uma carga distribuida por unidade de
superficie é efectuado com a expressdo (24). Este tipo de cargas s6 tem interesse pratico
em elementos de lge, elementos de casca e faces de elementos sdlidos (bricks). O

processo de cdlculo de F? é semelhante a0 apresentado na Seccfo 9.4, sendo

necessario adapté-1o as caracteristicas dos referidos elementos. O dominio de integracéo

passa a ser uma superficie.

9.6 - Carga distribuida por unidade de volume

Este tipo de ac¢do € devido a presenca de forcas de volumeb ( x). Estas forgas estdo
presentes sempre que 0 Corpo Se encontra sujeito a uma aceleracdo. O caso mais comum

€ 0 da acel eracdo da gravidade que se define do seguinte modo
b=pg (60)

Nesta expressdo, p € a massa especifica do material e g € a aceleragdo da gravidade.

No caso mais comum, i.e., supondo gque 0 eiXo X3 € vertical e orientado para cima, que a
aceleracdo da gravidade actua segundo x3 € € negativa e que se utilizam as unidades do

Sistemalnternacional ( 9 ), tem-se

b 0
b,|=p| O (61)
b, -9.81

Em (61), a aceleracdo dagravidade foi consideradaigual a —9.81 m/ s .

Asunidades de b e de p devem ser as seguintes:
« bemN/m*epemkg/m?® ou
« bemkN/m*epemt/m® ou

« bemMN/m’epemkt/m’.

Ao definir o peso préprio deste modo, é facilitada a sua combinagdo com outras

componentes da aceleracao g .
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Se a Unica forca de volume for a devida ao peso proprio, entdo pode-se atribuir a o o

valor do peso especifico do material e considerar g =(0,0,-1). Deste modo fica

facilitada a preparacdo dos dados de uma andlise por elementos finitos em que é

utilizado um sistema de unidades distinto do S.

As forcas nodais equivalentes as forcas de volume sdo calculadas com a expressao (25),

gue em seguida se reproduz

E*=[ N

len

dv (62)

Na Figura9.6 encontra-se representado um elemento finito de quatro nés destinado a

discretizagdo de estados planos de tensdo.
X Az Uz (X1 , X2)
- % aa1 %@9
au @ Ur (X1, Xo)
S /
/

X1

Fig. 9.6 - Elemento finito de quatro nos sujeito a forgas de volume.

No elemento representado na Figura9.6 actuam forcas de volumeb (x), cujas

componentes sao

H

No caso do estado plano de tensdo, o integral (62) passaa

F’=[ N'bhds (64)
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Nesta expresdo, h corresponde a espessura do elemento finito, que pode eventualmente
ser ndo constante. A sua interpolacdo a partir das espessuras nos nés (ﬁ) € efectuada

com a seguinte expressao (ver o Capitulo 6)

h(s.s,)=N,(s,s,) b +N,(s,s,) h,+ Ny (s, s,) h,+N,(s.,s,) b, (65)

De um modo semelhante ao que foi efectuado no Capitulo 6 para a matriz de rigidez,

deve ser efectuada em (64) a seguinte mudanca de variavel
+1+1
F°=[[N'bhJdsds, (66)
-1-1

Nesta expressao, J € o determinante Jacobiano definido no Capitulo 6.

Uma vez queN é a matriz que relaciona os deslocamentos nodais com o campo de

deslocamentos (g =N g) (ver o Capitulo 6), chega-se a seguinte expresséo final

Fy N, O]
F 0 N,
Fp N, O
F b +1 +1 0 N2 bl
1| P RS
Fa 0 N,
Fo N, O
24 |0 N,

Nesta expressdo, 0s componentes da funcdo integranda séo funcbes des; €s,, ou S0

constantes.

O integral (67) pode ser calculado recorrendo a quadratura de Gauss (ver o Capitulo 5).

9.7 - Consideracgbesfinais

As deducbes relativas a casos particulares, que foram apresentadas neste capitulo,
podem ser facilmente adaptadas a outros casos, tais como elementos finitos com mais

nos, outros tipos de elementos finitos, meios com rotagtes e momentos, etc.
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CAPITULO 10

SOLIDOS, ESTADO PLANO DE DEFORMACAO E AXISSIMETRIA

Neste capitulo sdo descritas agumas particularidades dos elementos solidos
tridimensionais, do estado plano de deformacéo e do estado axissimétrico. Pressupbe-se

gue j& é conhecida com detalhe a formulacdo descrita no Capitulo 6.

10.1 - Simbologia

Apresenta-se em primeiro lugar um resumo da simbol ogia adoptada neste capitul o.

Tabela 10.1 - Simbologia relativa ao método dos elementos finitos.

m NuUmero de direcgdes consideradas (no caso tridimensiona: m = 3)

n NUmero de nés do e emento finito

p NuUmero de graus de liberdade do elemento finito (p = nx m)

X Coordenada cartesiana

u Campo de deslocamentos

a Deslocamento nodal

F Forcas nodais equivalentes a acgdo exterior, nos graus de liberdade do

elemento finito, no referencial geral

K Matriz de rigidez do elemento finito no referencial geral

Coordenada cartesiana de um n6é de um elemento finito

b

S Coordenadalocal (curvilinea)

Coordenadalocal de um né de um e emento finito

(%]

Funcéo interpoladora ou funcdo de forma

<| 2

Vector contendo os factores ndo constantes de um polinémio
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Ny Vector das fungdes interpol adoras ou funcdes de forma

B Matriz de deformacéo

D Matriz de elasticidade (g = D ¢)

V Volume

J Jacobiano da transformacéo

£ Extensdo

y Distor¢éo

o Tensdo normal

r Tensdo tangencial

C Elemento da matriz de elasticidade (D)

E Modulo de elasticidade ou médulo de Y oung

% Coeficiente de Poisson

q NuUmero de componentes do vector £ e do vector o

L Operador diferencial

h Espessura do elemento finito laminar

Q Carga concentrada

p Cargadistribuida por unidade de comprimento
(2] Angulo; direccio circunferencial

P Perimetro

S Superficie

10.2 - Elementos solidos tridimensionais (bricks)

No desenvolvimento de elementos solidos do tipo brick é considerada uma formulagdo
genérica com trés graus de liberdade do tipo deslocamento. A exposicdo aqui
apresentada baseia-se num elemento finito solido com oito nés (ver a Figura10.1). O

numero de graus de liberdade deste elemento ép =8 x 3 = 24.
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Uz (X1, X2, X3)

%
U (X1, X2 , X3)

Us (X1, X2 , X3)
X1

Fig. 10.1 - Elemento finito solido de oito nbs com geometria arbitraria.

Os vectores dos deslocamentos nodais e das forcas nodais equivalentes as accoes

exteriores sdo 0s seguintes.

a, Fu
a, Fo
& Fa
3, Fx
E
a = 3, E = 2 (1)
(px1) % (px1) E
A Foy
A, Fs
| g | | Fes |

A matriz derigidez do elemento ( K ) éumamatriz px p = 24 x 24.

No referencial geral, a matriz das coordenadas cartesianas dos nos do elemento é a

seguinte

Xll )_(12 Xl3
X =l : @
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Pelos motivos referidos no Capitulo 6, € conveniente fazer a seguinte substituicdo de

variaveis

x - x(s.s.s)
X, - %(s.s.s) €)
X - %(s.s.s)

Na Figura 10.2 encontra-se indicado o sistema de coordenadas locais, bem como o novo
dominio de integracéo.

s O[-1,+1]
s, U[-1,+1]
s, O[-1,+1]

Fig. 10.2 - Sistema de coordenadas locais.

Os valores nodais das coordenadas s;, S, € S3 S80 0S seguintes

_511 S §13_ -1 -1 1]
Sy S» Sy +1 -1 -1
Su S» Sp +1 +1 -1

s = §41 §42 f43 - -1 +1 -1 4)
(nxm) S S S -1 -1 +1
S1 S Sw +1 -1 +1
Sy S, Ss| |+1 +1 +1
S S S -1 +1 +1

Umavez que o elemento é dafamilia Lagrangeana, as fungdes de forma sdo
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N,(s.s,,8)=(1-5)(-s)@-s)/8
N,(s.s,.8)=(1+s)(1-s,)(-s)/8
Ny(s.s,.8) = [1+s)(1+s) (1-5,)/8
N,(s.s,.8)=(1-5)(1+s,)(-s)/8 -
N(s.s,.8)=[1-5)([1-s)(1+s,)/8
Ne(s.s,.s) = (1+5)(1-5) (1+s;)/8
N,(s.s,.8)=(1+s)(1+s,)(1+s)/8
Ng(s.s,.8)=(1-5) [1+s) (L+s,)/8

No caso da determinacdo das funcdes de forma com o procedimento genérico descrito
no Capitulo 7, € necessario seleccionar oito termos na pirdamide de Pascal que se

encontra representada na Figura 10.3.

Fig. 10.3 - Piramide de Pascal.

Os termos sel eccionados sdo agrupados no vector V, que €, neste caso, 0 seguinte
v=(1,8.,5,5,85,5%,58%,55%) (6)
Nota: o termo de terceiro grau ndo se encontra representado na Figura 10.3.

O procedimento para a determinacdo das fungdes de forma é semelhante ao que foi

descrito no Capitulo 7.

A interpolacéo das coordenadas cartesianas € efectuada com a seguinte expressao

179



Sdlidos, Estado Plano de Deformacéo e Axissimetria - Alvaro F. M. Azevedo

X Xp X o %1
X | = | X2 Xp 0 X . (7)
X3 Xz Xz 0 Xg N

8

que corresponde a

X =

I

o ®

(mx1)  (mxn) (<)

De acordo com o que foi apresentado no Capitulo 9, a matriz de rigidez do elemento

finito é calculada com a expressdo genérica

_ T
K=[ B'DBdV ©)
Apbs a substituicdo de variaveis (3) passa ater-se

+1+1+1
K = B'DBJ dsds,ds, (10)
_l_ -

1-1

No caso tridimensional a matriz Jacobiana J € a seguinte

ox 0% 0X

0s 0s, 0s

0X, 0X, O0X

J: 2 2
1=|3¢ 35 7% (11)

0X, 0X 0X%

| 0s 0s, 0sy]

e 0 determinante Jacobiano é

J=]J] (12)

No caso dos materiais isotrOpicos, € a seguinte a relacdo entre tensdes e

deformagdes [10.1]
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o] [c, C, C, 0 0 0]fg
o, |c, ¢, c, 0 0 0]l
o,|_|c; c, ¢ 0 0 0fle -
.| 1o 0 0 c 0 0
.| o 0o 0 0 c 0l
7, [0 0 0 0 0 CllW
sendo
___EQ-v)
o@+v)(@-2v)
Ev

C=r—rvu—

2 = () -2v) (14)

c__E

: 2(1+|/)

Em (13) o numero de componentes de g e £(q) € 6, podendo escrever-se de um modo

mai s compacto

g =D ¢ (15)

(<) (axa) (@)

A matriz de elasticidade D depende do modulo de Young (E) e do coeficiente de

Poisson (V).

A matriz Jacobiana obtém-se com a seguinte expressdo, que resulta da derivacéo de (7)

emordemas;, e

_axl aX1 axl_ %I;l 6621 %I:sl
08 0s, 0s, Xy Xy X1 | | 0 N, 9N, 0N,
0%, 0% 0% | _|_ <
Xp %y X2 aSl 6% 653 (16)
asl aSZ 653 E X . _X83 . : .
0% 0% 0x = ON, ON, 0N,
|08 0s, 0S| | ds, s, 0s,

De um modo mais compacto, tem-se
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ON

J = XT -
= = 0s (17)

(mxm) (mxn) (nxm)

Os elementos damatriz d N/d s sd0 as derivadas de (5) em ordem as,, s; € Ss.

No caso geral tridimensional, a relacéo entre o campo dos deslocamentos e 0 campo das

deformagtes € [10.1]
9 9 0
0%
0
[ e ] O — O
& ax,
E
; 0 o0 ai U,
*|= 5 3 |w (18)
Vas 0o — u
Var 0%, 00X, |L73
ol 1o g 2
i 0%, 0%
09
(0% 0% ]
ou, de modo mais compacto
=1L u
(@x1)  (axm) (m=a) (19)
A interpolacéo do campo de deslocamentos é ef ectuada com
o
ap
S5
Ay
u N, 0 O|IN, O O N, O O
u|[=/0 N, 0|0 N, O 0N80a22 (20)
w| |0 o NJO 0 N, 0 0 N2
g,
g,
| 863

ou
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(mx1)

Substituindo (21) em (19), chega-se a

e¢=1L N a
(ax1)  (axm) (mxp) (px1)
sendo
B=L N
(axp)  (axm) (mxp)
9 5 0
0%
0 0 0
0 X,
0 0 ai N, 0 0[N, 0 0 N, 0 0
B= o 3llo N 0|0 N, 0 0 N, O
a_x3 9%, 0 0 N,|O O N, 0O 0O N
9 5 9
0% 0%
9 9
10X, 0X |
oN, 0 0 oON, 0 0 0 Ng 0 0
0% 0% 0%
0 oN, 0 0 oN, 0 0 0 Ng 0
0 X, 0%, 0%,
0 0 oN, 0 0 oON, 0 0 0 Ng
B = 0 X, 0 X, 0 X,
= 0 ON, J0N,; 0 ON, ON, 0 ONg 9N
0%, 0X, 0%, 00X, 0%, 00X,
oN, 0 ON; | ON, 0 oON, 0N 0 0N,
0 X%, ox | 00X 0% 0 X, 0%
ON, ON, ON, 0N, 0 ONg ONg
| 0%, 00X 0X, 0X 0X, O0X

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

Os elementos da matriz B obtém-se com a seguinte expressao, que € uma generalizacéo

do que foi exposto no Capitulo 6
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[ON, 0N, 9dN,| [dN, 9dN, AN,] fax, ax x|
ox, 0X, 0X 0s, 0s, 0s

0 0 o)
ON, aN, aN, ON, 0N, 0N, 02 aZ 02

a.xi a.XZ a.XS ) a.sl 6§2 6§3 ds, 0s, 0s; (26)
N, oN, ON,| |dN, oN, oN,||[9% 9% 0X
(0x, 0%, 9% | |0s 9ds 0s | L9S 9S 0]
Em notacdo matricial tem-se
a_N:a_N J_l
dx ds (27)

(nxm)  (nxm) (mxm)

Uma vez que todos os componentes da funcdo integranda de (10) se encontram
definidos em fungdo de s;, S, €3, j& € possivel calcular o integra triplo recorrendo a
guadratura de Gauss descrita no Capitulo 5.

O dgoritmo de clculo da matriz de rigidez do elemento sdlido tridimensional é
semelhante a0 que foi apresentado no Capitulo 6, sendo apenas necessario remover
todas as operacOes relativas a espessura do elemento e adaptar as dimensdes das

matrizes envolvidas no calculo.

O céculo das tensbes e deformacdes no elemento finito sGo também efectuadas de
acordo com o que foi exposto no Capitulo 6, desde que se efectuem as necessérias
adaptacdes ao caso tridimensional .

10.3 - Estado plano de defor magéo

As caracteristicas de um estado plano de deformagdo encontram-se descritas em [10.1].

Na Figura10.4 esta representado um corpo prismatico, de seccdo constante e eixo

segundo Xz.
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Fig. 10.4 - Estado plano de deformagéo.

De acordo com as hipbteses consideradas para o0 estado plano de deformagdo, sdo

efectuadas as seguintes simplificagdes

El gl
82 ‘92
0
e =| ?|= (28)
(gx2) Vos 0
Va| | O
| V2| [ V2]
Atendendo a (13) tem-se
[o,] [C, C, C, 0 0 O0]f¢g]
g, C, C C, 0 0 O0flg
T | _ C, C, C 0 O oOffO 29)
T,y O 0 0 C, 0 O0f|O
Ty O 0 0 O C O0floO
] |0 0 0 0 0 G|

Os parametros C;, C, e Cg encontram-se definidos em (14).
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A equacdo (29) simplifica-se da seguinte forma

g] [C C, 0][g
o,|=|C, C, 0]|¢g (30)
T12 0 0 C3 y12

N

sendo atensdo normal o 3 dada por
0,=C, (51 +52) (31)
As tensdes tangenciais Toz € T3; S0 nulas.

Em [10.1] encontra-se arelacdo inversade (13), cujaterceira equacdo €

vV v 1
53:_E01_E02+E03 (32)

Como no estado plano de deformacéo €3 = 0, resulta
03:V(01+02) (33)

Uma vez que se supde que os campos de tensdes e deformagdes ndo variam com X3, €
suficiente estudar o comportamento de um trogo de comprimento unitario, cujo plano

meédio passa pelaorigem e € perpendicular axs (ver aFigura10.4).

Nestas circunstancias, apenas € necessario discretizar com elementos finitos a secgdo
transversal que € perpendicular a xs e que passa pela origem (ver aFigura 10.5).

186



Sdlidos, Estado Plano de Deformacéo e Axissimetria - Alvaro F. M. Azevedo

X2

ag Uz (X1, X2)
9 b
/ %9131 Uz (X1, X2)
®

S
SR

=1

o]

X1

Fig. 10.5 - Elemento finito para estados planos de deformag&o.

A formulagéo de um elemento finito para estados planos de deformagéo coincide com a
que foi apresentada no Capitulo 6, com excepcao do seguinte:

* em todas as expressoes deve ser considerado h = 1;

» arelagdo congtitutiva g=D & passa a ser a equacdo (30), sendo os elementos da

matriz D definidos em (14);

« aforcaQ que actua no corpo (ver a Figural10.5) passa a ser uma forca por

unidade de comprimento segundo Xs;

« aforca por unidade de comprimento p que actua no corpo (ver a Figura 10.5)

passa a ser umaforga por unidade de superficie.

10.4 - Estado axissimétrico

Na Figura 10.6 encontra-se representada uma sec¢do transversal que, ao ser rodada em
torno dexp;, gera um solido de revolugcdo que corresponde a um reservatorio
axissimétrico. A seccdo transversal esté discretizada em elementos finitos quadriléeros

contidos no plano (xi, X2).
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X2 — Eixo de axissimetria
uz

Up

D

0 X1
Fig. 10.6 - Reservatdrio axissimétrico.

Se, além da geometria, for também axissimétrica a distribuicdo do material que constitui
0 reservatorio, bem como as caracteristicas das accoes exteriores, verificase que o
comportamento é também axissimétrico. Devido ao facto de as accdes axissimétricas
serem, na generalidade dos casos, de natureza gravitica, admite-se que 0 eixo de
axissimetria (xo) € sempre vertical. O eixo x;, bem como os componentes segundo x; de
todas as grandezas, recebem a designacéo de radiais. O componente ug do campo de
deslocamentos designa-se deslocamento circunferencial. A deformagdo circunferencial
&y corresponde a0 quociente entre a variagdo do perimetro de uma fibra e o perimetro
original (ver aFigura10.7).

X2
A A
@ L J Xl
Ua1
Xa1
>

Fig. 10.7 - Definicdo da deformacdo circunferencial.
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O perimetro inicial da circunferéncia que passa pelo ponto A é
R = 27%, (34)
O perimetro da circunferéncia apds a deformacao é
P = 2n(xA1+uA1) (35)

A deformacdo circunferencial é

gy = =T 36
o P (36)
Substituindo (34) e (35) em (36) resulta
27TX, + 271U, —27TX u
& = Al Al AL AL (37)
27TX Xa1
No caso de um ponto genérico tem-se
T X

Por ndo corresponderem a uma deformacdo axissimétrica, sdo nulas as distorgdes 1

e J2e (ver aFigura 10.6). Nestas circunstancias o vector £ € o seguinte

ou
0%
& oy,
& 0X2
= 39
ge u, (39)
¥, X
o au oy,
0%, 0% |
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De um modo andlogo ao que foi exposto no Capitulo 6, tem-se

9 9
0%
& 0 0
& | _ 0%, | | W (40)
& 1 0 | L%
e o
10X, 0X |
gue, de um modo mais compacto, corresponde a
e=Lu (41)
Nestas circunstancias, arelacdo constitutiva é
g, C C, C, 0]l g
T, | _ C, C C, 0]|¢ 42)
g, C, C, C 0]lg
] [0 0 0 CJly

Os parametros C;, C, e Cg encontram-se definidos em (14).

Na Figura 10.8 estdo representados os componentes ndo nulos do tensor das tensbes em

problemas axissimétricos.

No célculo damatriz derigidez K deve ser considerado o seguinte (ver o Capitulo 9)

— T
K=[ B'DBdV (43)

K=[ B'DB(2mx)dsS (44)

Nesta expressao, 2 T1x; € o perimetro dafibra correspondente aos pontos de abcissa X;.
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X2
“““ T _
““““““““““““““““ ~ T12
= \S g1

Vie= Ve =0 = T19p =T =0

X1

Fig. 10.8 - Componentes ndo nulos do tensor das tensdes em problemas axissimétricos.
Apbs amudanca de variavel, tem-se
:H 'DB(2mx)J dsds, (45)
-1-1

Uma vez gue se pretende que todos os componentes da funcdo integranda de (45) sejam

fungbes de s, e s, deve-se calcular x; com a seguinte expressao

% (8,8)= Ni(8,8)%: + - + N, (81,8,) %y (46)
em que n € o0 nimero de nos do elemento finito.

A matrizB e o determinante JacobianoJ sdo calculados tal como foi exposto no
Capitulo 6, supondo que os elementos finitos do problema axissimétrico se situam no

plano (xy, X2) (ver aFigura 10.6).

O integral duplo (45) pode ser calculado recorrendo a quadratura de Gauss (ver o
Capitulo 5).

Os integrais correspondentes ao calculo das forcas nodais equivalentes as accoes
exteriores tém de ser adaptados ao caso axissimétrico de um modo semelhante ao que

foi apresentado paraamatriz derigidez K.
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Em problemas axissimétricos, os apoios, assentamentos de apoio e as cargas
concentradas em nés estdo presentes numa linha que se obtém por rotacdo do

correspondente ponto em torno de x, (ver a Figura 10.6).

10.5 - Consideracbesfinais

Neste capitulo, a descricdo das formulacdes foi efectuada de um modo mais sucinto,
uma vez que se supunha um bom conhecimento da formulagdo do estado plano de
tensdo exposta no Capitulo 6. Os elementos solidos tridimensionais (bricks) sdo 0s que,
aparentemente, permitem modelar qualquer geometria. No entanto, apresentam o0s
inconvenientes de necessitarem de uma preparacdo dos dados mais trabalhosa,
requererem um maior esforco computacional e apresentarem maior dificuldade na
interpretacdo dos resultados. Os estados planos de deformagéo surgem tipicamente em
problemas geotécnicos (e.g., muros de suporte, barragens gravidade, tineis). Os estados
axissimétricos apresentam o inconveniente de necessitarem de uma acgdo axissimétrica,
gue, na pratica, hem sempre ocorre. Para ultrapassar esta limitacdo, em[10.2] é
desenvolvida uma formulagdo correspondente a sélidos de revolucdo com acgdes ndo
axissimétricas. Contudo, o seu elevado grau de dificuldade constitui um entrave a uma

aplicacdo generalizada.
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CAPITULO 11

FLEXAO DE VIGAS

Antecedendo a apresentacéo da formulagdo de diversos tipos de elementos de viga,
efectua-se em seguida uma revisdo dos fundamentos da flex&o de vigas. Apenas s&o

consideradas as deformacdes devidas as tensbes normais.

11.1 - Simbologia

Apresenta-se em primeiro lugar um resumo da simbologia adoptada na formulacéo da
flex&o devigas.

Tabela11.1 - Simbologiarelativa a flexéo de vigas.

g Referencial geral

[ Referencia local

i Primeiro n6 de uma barra

j Segundo né de umabarra

X Coordenada cartesiana

u Campo de deslocamentos

6 |Angulo

G Centro de gravidade

& Extensdo

o Tensdo normal

E Modulo de elasticidade ou médulo de Y oung

S Superficie

N Esforco axial
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M Momento flector

k Curvatura

A Area da seccdo transversal da barra prismética

I Momento de inércia da seccdo transversal da barra prismética

11.2 - Flexdo composta plana

Considere-se uma barra prismatica de eixo rectilineo e seccéo varidvel, representada na

Figura 11.1 conjuntamente com os referenciaisgeral (g) eloca (1).

Fig. 11.1 - Barrai j, referencial geral g e referencial local I.

O eixo |, do referencia local coincide com o eixo da barra e est4 orientado do né i para
ondj, correspondendo i ej anumeragdo globa dos nés damaha. Os eixosl; els sd0 0s
€iXos principais centrais de inércia da seccdo transversal. Apesar de a seccdo ser
variavel, considera-se que a localizagdo destes eixos € constante ao longo da barra. A
transformacdo dos deslocamentos generalizados e das forgas generalizadas entre os

referenciais| e g encontra-se descrita nos Capitulos 2 e 3.

No estudo que se segue, apenas € considerado o referencia |, que passa a ser designado

por X. Supfe-se também que todas as accdes estdo contidas no plano (Xg, X3), sendo o0s
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deslocamentos segundo X, considerados nulos. Na Figura 11.2 esta representado o eixo
da barra indeformado e deformado, para o caso da flexdo plana. Encontra-se também
representada a seccdo transversal da barra, cujos eixos principais centrais de inércia

S80 Xo € X3.

U3 X3
- (6] Jux
X3 ////7% 9 lj
Us (X1)
X1 Uy
Fig. 11.2 - Barra deformada e seccéo transversal.
Umavez que os deslocamentos sd0 muito pequenos, considera-se
tan 6 06 Q)

sendo € o0 angulo de rotagdo do eixo da barra. A fungdous (ver a Figurall.2)
corresponde ao deslocamento do eixo da barra, que apenas depende de x;. De acordo
com (1) e com a equacdo da deformada, que se encontra representada na Figura 11.2,

tem-se

du,

6(x)= ax

(2)

Na Figura1l.3 encontram-se representados os deslocamentos de trés pontos de uma

seccdo transversal (A, O e B).
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Us

U3I(X1)

w

o) EUO]_(X]_)
§U1(X1,X3)

Fig. 11.3 - Barra deformada e deslocamentos da secco transversal .

Admite-se que uma seccdo plana se mantém plana apos a deformacdo. Admite-se

também que uma seccdo perpendicular ao eixo da barra mantém esta caracteristica apds

a deformacéo. O ponto O apresenta coordenada nula segundo x;. O deslocamento do

ponto O segundo x; € designado up; € depende apenas de x;. O deslocamento de um

ponto genérico da seccéo transversal segundo x; depende de x; e de x; e € definido pela

seguinte expressao
U (X %) = Uoy (%) = %, 8(,)
ou
U =Uy, — %X 6
A extensdo segundo x; € dada por

51:%:i(um_x30):dum_ a6

X 0x dx dx

A extensdo & € positiva quando existe um alongamento.
Substituindo (2) em (5) obtém-se

_du, _ dy
dx dx;

&
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Uma vez que se consideram muito pequenas as dimensdes da seccdo transversal em
comparacdo com o comprimento da barra, pode-se desprezar 0 efeito das tensdes
normais o e a3, ficando alei de Hooke reduzidaa & = o1/ E, ou

dug, dé

“EX (7)

01:E£1:EO|X1 ax,

sendo E o médulo de Young, que é sempre positivo[11.1]. A um vaor positivo da
tensdo oy corresponde uma tracgao.

Substituindo (2) em (7) resulta

duy, £ X, d’u,

o, =E
T dx dx

)
A resultante das tensdes normais na seccao transversal é (ver aFigura 11.4)

_ _ duo, de
N—jsaldS—jS[Ed—Xll Ex3ajd8 (9)

sendo Sa area da seccdo transversal (ver aFigura 11.2).

De um modo semel hante se define o momento flector como sendo

_ _ dUo, do
M —IsalxgdS—L(Ed—Xll Ex3aJx3dS (10)

Considera-se que um momento flector € positivo quando provoca tracgdes nas fibras

gue tém coordenada x3 positiva (ver a Figura 11.4).
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S 4 Curvatura (K) positiva
/ Momento flector

positivo

/ Esforco axia
/1 positivo
M
N

X1

Fig. 11.4 - Definicdo do esforco axia e do momento flector.

Supondo que o modulo de Young (E) é constante em todos os pontos da barra e
passando para fora do integral tudo o que n&o depende de x, nem de X3, resulta de (9)
e (10)

N =E duOl_[dS ﬂj'sx?,ds (11)
e
M :E%J' ds—E—I x2dS (12)
dx ’s

Uma vez que 0S eiX0S X, €Xz S80 principais centrais de inércia, 0 seguinte momento

estético é nulo
L X, dS=0 (13)

A &ea e 0 momento de inércia em relagdo ax, sdo definidos com as seguintes

expressoes (ver aFigura 11.2)

Azjst (14)

=[x ds (15)
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E assim possivel simplificar (11) e (12) para

du,

N = EA—

ax, (16)
de

M=-El —
dx, (17)

Designando a extensdo correspondente ao eixo da barra por &, tem-se

duy,
E =
° " dx, (18)
N = EAg, (29)
gue corresponde a expressao classicarelativa atraccdo de barras [11.2].
Substituindo (2) em (17) tem-se
2
M =-g1 3% (20)
dx
Designando por k a curvaturada barra
d?u
k =— 21
resulta
M =-Elk (22)
ou
M
k = ——
= (23)

que corresponde a uma das expressoes classicas da flexdo de vigas [11.2].

Na Figurall.2, todos os pontos da linha que representa 0 eixo da barra deformada

apresentam ordenada positiva(us > 0), primeira derivada positiva (du,/dx >0) e
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segunda derivada também positiva (d?u,/d x?>0). Atendendo & definigio do sentido

positivo do momento flector (ver a Figura1l.4), verifica-se que um momento flector
positivo provoca uma curvatura negativa. Esta questdo encontrarse expressa ha

equacdo (23), em que E e | sGo sempre positivos.

A expressoes (16) e (17) sdo equivalentes as seguintes

du, _ N o4
dx, EA (24)
= TE (25)
Substituindo (24) e (25) em (7), tem-se
N M
=E—+Ex,—
ATEEATERE (26)
resultando
N M
g =—+— 27
AT (27)

que corresponde & expressdo cléssica da flex&o composta[11.2].

11.3 - Consideracfesfinais

A formulacdo apresentada neste capitulo apresenta a vantagem de ser facilmente
estendida a problemas em que 0s eiXxosx, e X3 ndo Sao principais centrais de inércia
Apresenta também a vantagem de recorrer a um conjunto de convencfes coerente com 0
gue é habitual considerar no método dos elementos finitos. Fica assim facilitada a
formulacéo de elementos finitos de viga, bem como a sua combinagdo com outros tipos

de e ementos.
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CAPITULO 12

VIGA DE EULER-BERNOULLI

Designa-se por Euler-Bernoulli a formulagdo do elemento finito de viga em que se
considera que as secgbes se mantém planas e normais a0 eixo da barra apés a

deformacgdo. Deste modo ndo € considerada a deformacédo devida ao corte.

12.1 - Simbologia

Apresenta-se em primeiro lugar um resumo da simbologia adoptada na formulagdo do
elemento de viga de Euler-Bernoulli.

Tabela12.1 - Simbologia relativa ao elemento de viga de Euler-Bernoulli.

L Comprimento da barra prismatica

X Coordenada cartesiana

u Campo de deslocamentos

a Deslocamento generalizado nodal

A Deslocamento nodal

7] Rotac&o nodal

X Coordenada cartesiana de um n6é de um e emento finito

N Funcéo interpoladora ou fungdo de forma

£ Deformacéo

B Matriz de deformacéo

o Tensdo normal

E Modulo de elasticidade ou modulo de Y oung

p Accéo exterior distribuida por unidade de comprimento
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F Forcas nodais equivalentes a accao exterior, nos graus de liberdade do

elemento finito, no referencial local

V Volume

S Superficie

I Momento de inércia da seccdo transversal da barra prismética

K Matriz de rigidez do elemento finito no referencial local

M Momento flector

S Coordenadalocal

Coordenadalocal de um n6 de um elemento finito

%]

J Jacobiano datransformacdo (J=dx;/ ds)

12.2 - Viga de dois n6s sem substituicdo de variavel

Na Figural2.1 encontra-se representado um elemento de viga com dois nés e com

comprimento L (ver os Capitulos 7 e 11).

Fig. 12.1 - Elemento de viga com dois nos.

Os deslocamentos generalizados dos nos do elemento finito representado na Figura 12.1

S80 0s seguintes
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a A
7
g = az = 1 ( 1)
A A,
a, o,

De acordo com o que foi exposto no Capitulo 11, o deslocamento lateral € uz(xy). A

coordenada cartesiana x; corresponde ao né i e refere-se ao X0 ;.

A interpolacdo do campo de deslocamentos € ef ectuada com a seguinte expressao (ver o
Capitulo 7)

Us (%) = Ny(x) a + N,(x) a, + Ny(x) a; + N,(x) a, 2

gue em notacdo matricial se escreve

a
_ a,
u(x) =[N, N, Ny N N (3)
2
ou
u; = Na (4)
sendo
N:[Nl N, N, N4] (5

As funcbes de formaN; aN4 sd0 as correspondentes & interpolacdo Hermitiana e tém as

seguintes expressoes (ver o Capitulo 7)

1 3 2
N, (%) = E_Zxﬁfﬁxf (6)
L 1 1 1
NZ(Xl)zg_le_lez-'-FXf (7)
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1 3 2
N, (x) = §+ZX1_FX13 (8)
L 1 1 1
N4(X1) = ‘g‘le "‘fo "‘Fxf 9)

Considerando apenas os deslocamentos laterais uz(x;), i.e., considerando constante a
componente Up; do campo de deslocamentos, tem-se, de acordo com o gue foi exposto

no Capitulo 11

~2 (10)

Designando por & a seguinte componente da expresséo (10)

o
N
c
%

= (11)
passa ater-se
& =% & (12)
Substituindo (2) em (11) chega-sea
a
d’N d’N d’N d’N
& = {_ 2l - 22 - 23 - 24} % (13)
dx dx dx  dx | a
a,
Definindo a matriz B da seguinte forma
2 2 2 2
B = _dN21 _d N22 _dN23 _d N24 (14)
dx dx dx dx
passa a escrever-se
£=Ba (15)
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Substituindo (15) em (12) obtém-se
& =xBa (16)

Atendendo as funcdes de forma (6) a (9), sdo 0s seguintes 0s componentes da matriz B

12 1 6 12 1 6
B=|-2% T_° < __°

Também de acordo com o que foi exposto no Capitulo 11, tem-se
o =Eg¢g (18)
e, atendendo a (16),
o,=E x, Ba (19)

Considere-se que na viga da Figural2.l actua a carga uniformemente distribuida
representada na Figura 12.2

X3
F >F2 Fs >F4

SEEREERRRRRREI

_L/2 L2
< > >l

Fig. 12.2 - Carga uniformemente distribuida e respectivas forgas nodais equivalentes.

As forcas nodais equivalentes a accdo exterior encontram-se também representadas na
Figura 12.2 e apresentam os mesmos sentidos positivos que foram considerados para os

deslocamentos generalizados a;.

O principio dos trabahos virtuais(PTV), que foi apresentado no Capitulo 4,
corresponde ao seguinte
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T _ T
Ivdg ogdVv —'[Ldg pdL (20)

No caso da viga representada nas Figuras 12.1 e 12.2 a equacdo (20) passaa

+L/2 +L/2

I .[555101(15(1)(1: Id'uspdx1 (21)

-L)2 -L)2

Nesta equacdo, S € a superficie correspondente a seccdo transversal da barra (ver o
Capitulo 11) e

dS =dx, dx, (22)
A equacdo (16) referida & deformacdo virtual € a seguinte

dg = % B Jda (23)
gue € equivalente a

dg = Jda B x, (24)

du,=N Ja (25)
gue € equivaente a
du,=da N’ (26)

Substituindo todas estas equacdes em (21) passaater-se 0 PTV expresso por
+1/2 +L/2

[ [,6a"BTExX Badsdx = [da'N"pdx (27)

-2 -L/2

Passando para fora de cada integral tudo o que ndo depende da respectiva varidvel

chega-sea
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+1/2 +L/2
oa’ | BTBE [ xdSdxa=0a"p [NTdx (28)

-L/2 -L/2

Nesta expressdo considera-se que o médulo de Young E é constante dentro da seccéo

transversal e variavel ao longo do eixo da barra.

O momento de inércia em relacdo ao eixo X, é definido da seguinte forma, sendo

designado por I,
—_ 2
I, —jsx3dS (29)

De acordo com oPTV, a equacdo (28) é verdadeira para qualquer conjunto de

deslocamentos virtuais, concluindo-se assim que

+L/2 +L/2
[B'BEI,dx a=p [N'dx (30)

-1/2 -1/2

A matriz derigidez do elemento devigaé
K= [B'BEI,dx (31)

e 0 vector de solicitacdo é

+L/2

F=p[Ndx (32)

-L/2

Supondo 0 médulo de Young e 0 momento de inércia constantes em toda a barra, a

expressao da matriz de rigidez passa a
Y

K =El, [B'Bdx (33
L/

Substituindo em (33) aexpressdo (17), tem-se
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12
3z
P 1 6X1
T T2 12 1 6 12 1 6
K=El, I L12L {—F E_? E _E_ind)ﬁ (34)
-L/2 — X
L3
21 6
B

[ 12 6 12 6 |
T oz B2
6 4 _6 2
_ L2 L 2 L
K=EL| 952 % 12 & (35)
T
6 2 _6 4
L L2 L 2 L |

Esta matriz coincide com a que se obtém pelos métodos cléssicos da teoria das

estruturas reticuladas [12.1].

Substituindo (5) em (32) e considerando as funcdes de forma (6)-(9), obtém-se

(36)

+L/2

"z Stor XX

Depois de efectuar o calculo dos integrais presentes em (36) chega-se a

L/2
F=p U2 (37)
- L/2

-12/12

gue também corresponde ao que se obtém por métodos classicos [12.1].
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No Capitulo 11 encontra-se deduzida a seguinte expresséo para o calculo do momento

flector naviga, quando o modulo de Y oung é constante

o
N
e
o

M =-El,

q (38)

28

Atendendo a (11), (15) e (38), conclui-se que o momento flector pode ser obtido com
M =EIl,Ba (39)

A matriz B é avaliada no ponto em que se pretende calcular o momento flector. Deve-se
notar que, em geral, esta expressdo ndo fornece valores para os momentos flectores
coincidentes com os da teoria cléassica, porque quando os deslocamentos a sdo nulos o
momento flector calculado com (39) € nulo em toda a barra, sendo assim ignorada a
contribuicdo das cargas que actuam no seu interior (e.g., carga distribuidap). Esta
guestdo obriga a que sgja efectuada uma discretizacdo de cada barra de um pértico em
vérios elementos finitos (ver aFigura12.3).

[

[

Fig. 12.3 - Exemplo: discretizac8o das barras de um pértico em 22 elementos finitos.

O procedimento aqui apresentado para o calculo da matriz de rigidez e do vector
solicitacdo apresenta a vantagem de ser mais facilmente estendido a outras situagoes
mais elaboradas (e.g., elementos finitos com mais do que dois nés, barras de seccdo

varidvel, barras néo rectilineas).
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12.3 - Viga detrés n6s sem substituicéo de variavel

A formulacéo da matriz de rigidez e vector solicitaco da viga de trés nos é efectuada de
um modo semelhante ao que foi exposto na Secgdo 12.2. As Unicas diferencas sdo o
aumento da dimensdo de todos os vectores e matrizes envolvidos e 0 recurso as

expressoes da interpolacdo Hermitiana com trés nés (ver o Capitulo 7).

12.4 - Viga de dois nés com substituicdo de variavel

Quando é utilizada a interpolacdo Hermitiana e se faz uma substituicdo de variavel,

surgem algumas questdes que sdo apresentadas com base no exemplo daFigura12.4.

Us (X1)

Fig. 12.4 - Substituicdo de variavel num elemento de viga com dois nés.

A transformagdo entre a coordenada x; e a coordenada s €, neste caso simples, efectuada

Com a seguinte expressao
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L
X :ES (40)

O vector dos deslocamentos generalizados navigarea €

a A
6,
a=|2=|" (42)
a A,
a, o,
sendo
du
g=—212
ax (42)
Apbs a substituicdo de variavel e atendendo a coordenada local s, tem-se
a] [a
__|& 6,
g =] = 43
3, A, (43)
8] |6
sendo
~ _du
g=—232
ds (44)
A derivada em ordem a s dafuncéo us(x1(S)) é pelaregradacadeia
du, _ du, dx
ds dx ds (45)
De acordo com (40), tem-se neste caso
dx _ L
ds 2 (46)

Designando por J a seguinte derivada
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dx, _L
J="T2==
ds 2 (47)
tem-se
du, _ du,
— =S = _3]
ds dx (48)
e, atendendo a (42) e (44)
=61 (49)
Nos nos, tem-se
6, =61
(50)
6, =6,
Substituindo (50) em (43), obtém-se
a AY
a 6 J
a=|2=|" (51)
4 A,
a, g,
Atendendo a (41), chega-se a
Y CY
a J
a = iz = |*® (52)
2 8
a, a, J

A interpolagdo do campo de deslocamentos pode ser efectuada com base na

coordenada s, sendo utilizada a seguinte expressao (ver aFigura 12.4)

u(s) = Ny(s) & + N, (s) &, + Ni(s) & + Ni(s) &, (53)
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As fungdes de forma N, sdo definidas com as seguintes expressdes, que correspondem

ainterpolacdo Hermitiana numa viga com comprimento L = 2 (ver o Capitulo 7)

N, (s) = %—%s+%s3 (54)
N, (s) = % - %s— %sz + %53 (55)
N, (s) = %+%s—%s3 (56)
N, (s) = —%—%s&%sz +%s3 (57)

Substituindo (52) em (53) chega-se a

u(s) = Ny(s) a, + Ny(s) 3 a, + Ny(s) a; + N,(s) J a, (58)

Umavez que se pretende que ainterpolacdo de us seja efectuada da seguinte forma

a
w() = (M) N(S) Nefs) M9 (59)
a,
o
u(s) = Na (60)
conclui-se que
N=[N, N, N, NJ=[N, N, N, N,J] (61)
sendo
N(9) = Ni(9) = 5 - S5+ s (62)
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— 1 1 1 1

N,(s) = N,(s) J = (Z—Zs—zsz +Zs3) J (63)
— 1 3 1

N,(s) = N,(s) = > +ZS_ZSS (64)
— 1 1 1 1

N,(s) = N,(s)J = (—Z—Zs+zsz +Zs3) J (65)

Atendendo as equactes (10)-(14), existe a necessidade de calcular a seguinte matriz

E:

_d?N, _d?N, _d°N, _dZNA} (66)

dx, dx dx dx

Para calcular as derivadas de N; em ordem axi, quando apenas se conhecem as funcoes
Ni(s) (62)-(65), deve-se recorrer aregra da cadeia

dN, _ dN, dx &7
ds dx ds (67)
Atendendo a (47), fica
dN, _ dN,
— =1 (68)
S %

Derivando outravez em ordem a s e considerando de novo aregra da cadeiatem-se

d (dN. ) _ d (dN, \dx
ds(dsJ_dxl(dsjds (69)
Considerando (47) e (68) chega-se a
d’N. d (dN,
L= tJ | J
T dxl(dxl j (70

Umavez que J é constante, tem-se
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d’N. d’N,

dg  dx I (71)
gue € equivaente a

d?N, _ d?N, 1

dx  ds? J?2 (72)

ddzz'; . (— % + gs) J (74)
ddzsNZS =38 (79
(139

Estas expressfes sdo substituidas em (72), obtendo-se assm as segundas derivadas

de N; em ordem a x;

d’N, _ 3 / )

= ~s/J
a0 25 (77)
d’N, 1.3
= | =" - J
dx ( 2+23j/ (78
N, 3/ (79)
dx? 2
d’N, 1. 3

=|Z+>s|/J
ax; [2+25)/ (%0

Atendendo a (47), tem-se
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(3:221 = % s (81
?12223 - - % s 83)

De acordo com (66), sdo 0s seguintes os el ementos da matriz B em funcdo davariavel s

1 3
B=|-—s —=—S5 —S -———— 85
- { L L L L2 L L} (85)

De acordo com (33), i.e., supondo 0 médulo de Young e a seccdo constantes, tem-se a
seguinte expressdo para a matriz de rigidez do elemento finito de viga no referencial
local

K =El, [B'Bdx (86)

KZEIZIBTEd—des (87)

6
1.3
I 6. 1 3_6 1.3 L
K = EI L L -—— s - ——8§ —s —-——-—g| —ds 88
= Z_Il ES[LZLL L® LL}Z )
L2
1_3
-——-—S
L L
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Note-se que todos os e ementos da matriz que constitui a funcdo integranda sao funcoes

de s. O comprimento da barra (L) € um parémetro fixo.

Apo6s o caculo dos integrais obtém-se a seguinte matriz

12 6 12 6
T B>
6 4 _6 2
_ 2 L 12 L
K=EL1 59 % 12 & (89)
T
6 2 _6 4
L T 1|

Considerando a carga uniformemente distribuida representada na Figura 12.2, tem-se o

seguinte vector solicitacdo, que é calculado com a expressao (32).

+L/2
F=p[Ndx (90)

-L/2

Apos asubstituicdo davariavel x; pelavaridvel s, (90) passaa

+1
r d X (91)

2 \Lys (92)

Do célculo destes integrais resulta
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L/2
- L*/12

-12/12

As expressdes (89) e (93) coincidem com as que se obtém recorrendo a teoria classica
daflex&o devigas[12.1]. A formulagdo aqui apresentada possui contudo a vantagem de
ser extensivel a casos mais genéricos, tais como vigas curvas e vigas de seccdo variavel,
em que pode ser vantgjosa a utilizacdo de funcgdes de interpolacdo de grau mais elevado
€, consequentemente, o recurso a elementos finitos com mais do que dois nés.

O célculo do momento flector num ponto definido pela coordenada s é efectuado com a

expressao (39), sendo amatriz B calculada com (85).

Nas condi¢gdes do elemento atrés descrito, é possivel demonstrar que os valores mais
correctos do campo de momentos flectores se encontram nos pontos cuja coordenada s €

(94)

e

Se se pretender conhecer os valores do campo de momentos nhoutros pontos, € em geral
mais vantgjoso efectuar uma extrapolagdo ou interpolagdo simples a partir dos
pontos (94).

O campo de esforgos transversos pode ser obtido por derivacdo do campo de momentos

em ordem ax.

12.5 - Consideracdesfinais

A formulagdo da viga de Euler-Bernoulli, aqui apresentada, ndo € mais desenvolvida
porgue, na prética, é preferivel utilizar uma formulagdo que entre em linha de conta com

adeformacéo por esforco transverso. Estaformulacéo é apresentada no Capitulo 13.
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CAPITULO 13

VIGA DE TIMOSHENKO

Na formulacdo do elemento de viga de Timoshenko [13.1] é considerado que as secgdes
planas se mantém planas. Contudo, supfe-se que uma sec¢do normal ao eixo da viga
nao mantém essa caracteristica apos a deformacéo. Deste modo é possivel considerar a

deformacéo devida ao corte.

13.1 - Simbologia

Apresenta-se em primeiro lugar um resumo da simbologia adoptada na formulagdo do

elemento de viga de Timoshenko.

Tabela 13.1 - Simbologiarelativa ao elemento de viga de Timoshenko.

L Comprimento da barra prismatica

X Coordenada cartesiana

u Campo de deslocamentos

a Deslocamento generalizado nodal

A Deslocamento noddl

(7] Rotac&o nodal

Coordenada cartesiana de um n6é de um e emento finito

bel

S Coordenadalocal

Coordenadalocal de um né de um e emento finito

(%]

J Jacobiano datransformacéo (J=dx; / ds)

N Funcéo interpoladora ou funcdo de forma

G Centro de gravidade
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@ Rotacdo correspondente a deformacao por esforco transverso

£ Extensdo

By Matriz de deformacgéo relativa ao termo de flexdo (bending)

o Tensdo normal

E Mdédulo de elasticidade ou modulo de Y oung

y Distorgéo

Bs Matriz de deformacéo relativa ao termo de corte (shear)

r Tensdo tangencial

Maodulo de distorcdo

Volume

G
W  (Trabaho
\%
S

Superficie

I Momento de inércia da seccdo transversal da barra prismética

A Area da seccdo transversal da barra prismética

A Area efectiva de corte relativa & sec¢go transversal da barra prismética

a Coeficiente de reducdo da &rea da seccdo transversal para atender ao corte

F Forcas nodais equivalentes a accao exterior, nos graus de liberdade do

elemento finito, no referencial local

K Matriz de rigidez do elemento finito no referencial local

M Momento flector

\% Esforgo transverso

13.2 - Viga de dois n0s com substitui¢céo de variavel

Na Figural3.1 encontra-se representado um elemento de viga com dois nés e com
comprimento L (ver o Capitulo 11). Supde-se que nos nos ndo ha deslocamentos

segundo x;. Deste modo apenas se considera o comportamento a flexdo daviga.
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Uz (X1)

Fig. 13.1 - Substituicdo de variavel num elemento de viga com dois nés.

Os deslocamentos generalizados dos nés do elemento finito representado na Figura 13.1
S80 0S seguintes

A

_|a
=| . ®

&,

=

A transformagdo entre a coordenada x; e a coordenada s €, neste caso simples, efectuada
com a seguinte expressao

L
=-—S8S 2
%= @
sendo a derivada em ordem a s a seguinte

dx, _L
J=""1~=—
ds 2 (8)
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A interpolacdo do deslocamento lateral uz e da rotacdo @ é efectuado separadamente
para cada uma destas varidveis. Assim, e uma vez que U e & apresentam dois valores

nodais cada, € utilizada a seguinte interpolacdo unidimensional com dois nés
Us(s) = Ny(s) a, + N,(9) 3, (4)
8(s) = Ny(s) a, + N,(s) &, ©)
Neste exemplo com dois nos as fungdes de forma sdo as seguintes (ver o Capitulo 4)
Ny(s) = (1-5)/2 ®)
N,(s) = (L+5)/2 @)

Na Figura13.2 esta representado o eixo da viga na sua posicdo inicial (sobrex;) e a
correspondente deformada (ver o Capitulo 11). Estd também representada a seccéo
transversal cujos elxos Sao X, e x3. Uma vez que se consideram pequenas deformacoes,

supde-se que o declive da recta tangente ao eixo coincide com o angulo de rotagcdo do

eixo dabarra.

U3

X2

=5

Us (X1) « y
1 1

Fig. 13.2 - Barra deformada e sec¢éo transversal.

Na Figural3.3 estdo indicados os seguintes angulos. rotacdo do eixo da barra

(du,/dx,), rotagéo da secgéo transversal (@) e rotagdo correspondente & deformagéo

por esforco transverso(@). Encontrase também representado o campo de

deslocamentos u; na seccao transversal.
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Us

A X1 U1

Fig. 13.3 - Barra deformada e deslocamentos da seccéo transversal.

Na formulagdo da viga de Euler-Bernoulli considera-se que 0 angulo @€ nulo, sendo os

angulos du,/d x, e @coincidentes. Naformulagdo da viga de Timoshenko, o anhgulo @é

considerado ndo nulo, sendo

du
=—2+
ax "7 ®

Estes trés angul os dependem de x;.

De acordo com aFigura 13.3, tem-se
u (,%) = =%, 6(x) ©)

A extensdo & é definidapor [13.2]

ou, 0
=_1=_" (-x @
& X axl( X, 6) (10)

sendo
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& = - dg 11
L= Xy, (11)
Designando por &, a seguinte componente da expressdo (11)
E =- ﬂ 12
passa ater-se
£ =% & (13)
Derivando (5) em ordem a x; chega-se a
dé _ dN, N dN, a 14
X dx todx 4
Substituindo (14) em (12) obtém-se
a
E‘l:|:0 _dN, 0 —dNZ} % (15)
dx dx ||a
a,

Considere-se agora uma matriz de deformagdo, que € designada By, pelo facto de estar

associada a flexdo (bending). A sua definicéo € a seguinte

Atendendo a (1), (15) passa a escrever-se
& =Bya

Substituindo (17) em (13) obtém-se

dn,
_d&} (10

(17)

(18)
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Tal como no Capitulo 12, considera-se a lei de Hooke referida apenas a tenséo

normal o; e aextensdo &
o, =Eg (19)
Substituindo (18) em (19), tem-se
o, =ExBya (20)

A distorcdo yi3 € definidapor [13.2]

Vie = 7+ (21)

d du
=—(x0)+—
Vo = g 0 0)+ ) (22
du
Vie = —0 + d—xj (23)
Substituindo (8) em (23) obtém-se
Viz =~ @ (24)

Derivando (4) em ordem a x; chega-se a

du, _ dN, _ _dN,

dx = dx a dx (25)
Substituindo (5) e (25) em (23) obtém-se
dN dN
y13:_N1a2_N2a4+d_xlla1+dX12a3 (26)

Em notag&o matricial tem-se
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a
dN dN
Viz :{ i\ 2 _N2:| % (27)
28
a,

Considere-se agora uma matriz de deformacdo, que € designada B s pelo facto de estar

associada ao corte (shear). A sua definicdo é a seguinte

55:[‘3':'(11 -, c;':'(l —Nz} (28)

Atendendo a (1), (27) passa a escrever-se
Vis = Bsa (29)
Umavez que, de acordo com alei de Hooke paramateriais isotropicos [13.2]
I = Gy (30)
tem-se, depois de substituir (29) em (30)
r; =GBga (31)

De acordo com o Principio dos Trabahos Virtuais (PTV) (ver o Capitulo 4), admite-se

que
Trabalho Interno = Trabalho Externo (32
Considerando
OW, = Trabalho interno associado a flexdo (bending) (33
OW, = Trabalho interno associado ao corte (shear) (34
OW?® = Trabalho externo (35)

De acordo com (32), tem-se

230



Viga de Timoshenko - Alvaro F. M. Azevedo

oW, + oW, = oW*® (36)

Considerando que a contribuicdo da flexéo para o trabalho apenas depende da tensdo

normal o1, tem-se (ver o Capitulo 4)
oW, = [ d& 0, dV (37)

A equacdo (18) referida & deformagéo virtual € a seguinte

0& = X B, da (38)
sendo equivalente a

dg = da By x, (39)

Substituindo (39) e (20) em (37) obtém-se
+L/2

owy = [ [ da" By x; Ex B,adSdx (40)

-L/2

Nesta equacdo, S é a superficie correspondente a seccdo transversal da barra (ver o

Capitulo 11). De acordo com a Figura 13.2, tem-se
dS =dx, dx, (41)

Supondo o médulo de Young E constante em todos os pontos do elemento de viga e
passando para fora dos integrais tudo 0 que ndo depende da respectiva variavel de

Integracdo, resulta

+L/2
oW, =3a" E | B, B,[ ¥ dSdxa (42)

-L/2

O momento de inércia em relacdo ao eixo X, é definido da seguinte forma, sendo

designado por I, (ver aFigura13.2)

l, :J.stzdS (43)
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Substituindo (43) em (42) e supondo que a barra é de seccdo constante, passa a ter-se

_ +L/2
oW, =¢a’ El, [B; B,dxa (44)

-L/2

Considerando que a contribuicdo do corte para o trabalho apenas depende da tensdo

tangencial 13, tem-se
oW, = [ Oy, 75 AV (45)
A equacdo (29) referida a deformacdo virtual € a seguinte
Oy; = Bsda (46)
sendo equivalente a
Oy, = da B. (47)

Substituindo (47) e (31) em (45) obtém-se
+L/2

oW/ = [ [ sa’B;GB,adSdx (48)

-L/2

Supondo 0 médulo de distor¢gdo G constante em todos os pontos do elemento de viga e
passando para fora dos integrais tudo o que ndo depende da respectiva variavel de

integracao, resulta

+L/2
oW,/ =5a’ G | B; B[ dSdxa (49)

-L/2

A &reada seccdo transversal dabarraé
A= L dS (50)

Na expressdo (49) é necessario introduzir o factor correctivo de corte a, sendo a area
reduzida de corte definida por [13.3]
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A=aA (51)

Substituindo (50) em (49) e considerando a area reduzida de corte, passa a ter-se, no
caso de uma barra de seccéo constante
+L/2

oW, =Ja" GA' [B;B,dxa (52)

-L/2

Por uma questéo de simplificacéo desta exposi¢éo, considera-se que o trabalho externo
associado as forcas exteriores(OW®) inclui apenas a contribuicdo das forgas

generalizadas concentradas nos nds da barra. Nestas condi¢des tem-se
owe=ga" F (53)

As componentes do vector F sdo forgas generadlizadas (forgcas e momentos) em

correspondéncia com os quatro graus de liberdade dos nés da barra (ver aFigura13.1).
Substituindo (44), (52) e (53) em (36), obtém-se

+L/2 +L/2
sa' El, [BB,dxa+da GA [BB,dxa=da F (54)

—L/2 —L/2

Uma vez que (54) tem de se verificar para qualquer deformacéo virtual da, chega-se a

habitual equacéo

sendo amatriz derigidez K cal culada com a seguinte expressao

+L/2 +L/2
K =El, [B{B,dx +GA [BIB,dx (56)

-L/2 -L/2

Depois de efectuar em (56) a substituicdo de variavel definidaem (2), tem-se

+1

dx dx 4

K = El, [ Bl B,—2ds + GA" | B! B, (57)
2;'; ds I as ¢
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Substituindo (3) em (57), chegarse a
- %j@ledeA IEIE (58)

Para se obter os elementos das matrizes By, (16) e Bs(28) em fungéo da variavel s, €
necessario calcular a derivada das funcBes de forma em ordem ax;. Para isso é

suficiente recorrer aregra da cadeia, ficando

dN, _ dN, dx cg
ds dx, ds (59)
Atendendo a (3), passa ater-se
dN, _dN, L -
ds X 2 (60)
gue é equivalente a
dN;, _ 2 dN, 61
dx L ds (61)
Daderivacdo de (6) e (7) em ordem a s resulta
-2 62
ds 2 (62)
% -2 63
ds 2 (63)
Atendendo a (61), tem-se
an -1 64
ax L (64)
% -2 65
ax L (65)

Substituindo (64) e (65) em (16), obtém-se
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—_— 1 -—
By = {o T 0 } (66)

Substituindo (6), (7), (64) e (65) em (28), obtém-se

B.=|-1 —5009) § -3 )

Os elementos das matrizesB, eBs apenas dependem del, que se considera um
par@metro fixo, e da variavel s. Depois de substituir estas expressdes em (58) e de
calcular os integrais em ordem as, resulta a seguinte expressao para a matriz de rigidez

do elemento finito

0 0 0 O 1 L2 -1 )2
El 1 0 -1| GA 1?/3 -L/2 L*/6
K === +— / / / (68)
L 0 0 L 1 -L/2
SM. 1 SM. 12/3

O facto de a expressdo (68) ser aproximada, obriga a que na andlise de um portico cada
uma das suas barras tenha de ser discretizada em varios elementos finitos. Esta questdo

foi jareferidano Capitulo 12.

No Capitulo 11 encontra-se deduzida a seguinte expressdo para o cdculo do momento

flector naviga, quando 0 médulo de Y oung € constante

dé

M = -El,
%

(69)

Atendendo a (12), (17) e (69), conclui-se que o momento flector pode ser obtido com
M = EI,B,a (70)

A matriz By, é avaliada no ponto em que se pretende calcular o momento flector.

As expressoes (29) e (31) referem-se a distor¢do média e a tensdo tangencial média.

O esforco transverso V é calculado com a seguinte expressio
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Vo= .[s I3 (Xs) ds (71)

Nesta expressdo, ri3(Xs) representa a tensdo tangencia rea, que depende da
coordenadax; (ver a Figural3.2). Uma vez que na presente formulacdo apenas se
dispde da tensdo tangencial média 713, € necessario calcular o esforco transverso V com

base na érea efectiva de corte A™. A sua expressdo é a seguinte [13.4]

V::GK(—9+%%j (72)
Atendendo a (23), tem-se
V =GA y, (73)
Substituindo (24) em (73), obtém-se
V=-GA g (74)

O angulo gesta representado na Figura 13.3.
Substituindo (29) em (73), chega-se a

V =GA B, a (75)
A matriz B é avaliada no ponto em que se pretende calcular o esforgo transverso.

A expressdo que fornece a é&rea efectiva de corte A’ depende da forma de seccdo
transversal [13.3].

Deve-se ter em consideragdo que, quer o momento flector, quer o esforco transverso,
apenas apresentam valores com precisdo aceitdvel em determinados pontos do elemento
finito [13.5]. Se se pretender conhecer os valores dos esforgos noutros pontos, é em
geral preferivel efectuar uma extrapolacéo ou interpolacdo simples a partir dos pontos

em gue os resultados sdo mai's correctos.
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13.3 - Consideracoesfinais

A formulacéo da viga de Timoshenko aqui apresentada pode ser estendida aos seguintes
casos. barras com mais do que dois nés, barras curvilineas, barras de sec¢do variavel,
barras tridimensionais sujeitas a flexéo desviada, inclusdo da torcdo, consideracdo do
centro de corte distinto do centro de gravidade, barras em que as propriedades do

material variam ao longo do eixo da barra ou dentro da seccéo transversal, etc. [13.4].
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ANEXOA

UTILIZACAO DO PROGRAMA FEMIX 3.1

Neste capitulo é efectuada uma breve descricéo das tarefas que é necessario empreender

para analisar uma estrutura com o programa FEMIX - Versdo 3.1.

A documentacdo completa, bem como as instrugbes para o download do programa

FEMIX 3.1, encontram-se no seguinte URL :
http://civil.fe.up.pt/Software/Femix_3.1/Femix_3.1 Manual.htm

Refere-se em primeiro lugar o modo de instalagdo, seguindo-se um exemplo de
aplicacdo. Nesta publicacdo ndo se pretende repetir o conteddo do manual do
programa[A.l], devendo o leitor recorrer a documentacdo completa sempre que

surgirem davidas.

A.l- Instalacéo

Descarregar do URL acimareferido o seguinte ficheiro:
femix_V3.1_0031.zip

Fazer a extraccdo de todo o conteldo deste ficheiro para um directério qualquer.
Sugere-se a instalagdo em C:\ sendo automaticamente criado neste local um directorio
chamado C:\femix. Dentro deste directério surgem outros subdirectérios. E aconselhavel
acrescentar ao "PATH" o directorio C:\femix\bin. Em Windows 2000 ou XP, esta operacéo
pode ser efectuada clicando em "My Computer" com 0 bot&o da direita e seleccionando
"Properties / Advanced / Environment Variables". Seleccionar em seguida o0 "PATH" do
utilizador corrente a carregar no bot&o "Edit". Em seguida deve-se acrescentar no fim da

lista de directorios 0 seguinte texto:
; C:\femix\bin

Aconselha-se também a criagdo no "Desktop" de "Shortcuts” para 0S seguintes programas.
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C:\femix\bin\s3dcad.exe

C:\femix\bin\drawmesh.exe

Habitualmente, a invocacéo dos diversos modulos é feita a partir da linha de comandos.
Para obter uma janela que suporta a invocacdo de comandos deve-se seleccionar:

"Start / Run" € em seguida escrever na janela de texto:
cmd

Para aumentar o nimero de linhas de texto deve-se clicar no canto superior esquerdo da
janela de comandos e seleccionar: "Properties / Layout". Em seguida aumentar o

parametro "Window Size / Height".

Paratestar ainstalacéo, deve-se fazer o seguinte:

Abrir uma janela de comandos (cmd)
cd \temp

md femix

cd femix

s3dcad

Se a instalagéo tiver sido feita correctamente, deve ser possivel arrancar 0 programa

s3dcad a partir do directorio corrente.

Tendo em vista uma familiarizagdo com os diversos ficheiros que fazem parte da
instalacdo, aconselha-se uma inspeccdo ao conteldo de todos os directérios que se

encontram dentro de C:\femix.

A.2 - Preparacéo dos dados

Apresenta-se em seguida uma descricdo dos principais passos a dar para se chegar aos
resultados de uma andise com o programa FEMIX 3.1. Todas as fases séo
exemplificadas com base na estrutura representada na Figura A. 1.
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X2 E = 20 GPa

BREBEEEEEEEERER h=03m

1.0 mI

10.0 m

A
A A

Fig. A.1 - Viga que se pretende analisar pelo MEF usando o programa FEMIX.

Para criar um ficheiro de dados contendo a quase totalidade da informagdo que descreve

0 problema, deve-se escrever o seguinte a partir da linha de comandos[A.2]:

Nota: o caracter '# e todos 0s que se encontram a sua direita s8o comentérios, ndo sendo

necessario digita-los.

s3dcad
csm # Create a simple mesh
2 # Rectangle
10 # Sizeinx [1]
1 #Sizeinx[2]
gen # Generate a refined mesh
2 # Surfaces
4 # N. of nodes of the generated elements
4 # N. of divisions for all the elements in s1
1 # N. of divisions for all the elements in s2
ren # Renumber elements, nodes and special nodes
# Default answer
# Default answer
# Default answer
# Default answer

< < W N B

# Default answer

y # Default answer

1.0e-5 # Default answer
wri  # Write a .s3d file

viga44 # Job name (elementos de 4 nds; malha com 4 elementos)
gld # Write a _gl.dat file (femix)

vigad4 # Job name
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1 # Plane stress
1 # From the coordinates (x1,x2)
end # End s3dcad

Da execucdo destes comandos resultam os seguintes ficheiros:

vigad4.s3d # Ficheiro com a geometria, tendo em vista a sua visualizacao gréafica

vigad4 gl.dat # Ficheiro com os dados para a analise com o FEMIX

Uma vez que se tratam de ficheiros do tipo "texto", o seu conteldo pode ser

inspeccionado, por exemplo, com 0s programas Notepad OU Word.

O ficheiro viga44.s3d destina-se a0 programa drawmesh (ver a FiguraA.2). Os principais

comandos deste programa sao 0S seguintes:

File / Import # Importar o ficheiro de extensé&o .s3d
View / Set View Angles / XY # Visualizar o plano XY
Options / Markers # Colocar tudo "Visible"

Options / Numbers # Colocar tudo "Visible"
Options / Lines # Alterar o "Shrink factor" para 90%

View / Shading # Fazer a coloracdo dos elementos

Nota: para muitos dos comandos existem botdes nas barras de ferramentas, bem como

teclas de atalho (fazer Help / Keyboard Commands).

eIk
QE\IE View PVA  Options Tools ‘Window Help ;Iilil
D[ 5] o | |5 ]| BB 202 | |52 6] @[ B [s[9s] v 27| B A(ME |

[=

S

II 2 4 6 il 1n

4 3 4 3 4 3 4 3

L 2 3 4

m 11 z 3 1 z 5 1 z 7 1 2 El

" -l -2

¥

e

For Help, press F1 ﬁ,m,i v

Fig. A.2 - Visualizag&o da malha com o programa drawmesh.

O ficheiro viga44_gl.dat, que foi gerado com o programa s3dcad, ainda ndo se encontra

completo. Referem-se em seguida as alteragdes que devem ser efectuadas.
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Substituir o titulo "Rectangular mesh" por:
Viga discretizada com 4 elementos de 4 no's (KN,m)
Substituir o bloco de parametros pelo seguinte:

4 # nelem (n. of elements in the mesh)

10 # npoin (n. of points in the mesh)

2 # nvfix (n. of points with fixed degrees of freedom)

1 # ncase (n. of load cases)

1 # nmats (n. of sets of material properties)

1 # nspen (n. of sets of element nodal properties)

1 # ntype (problem type)

4 # nnode (n. of nodes per element)

2 # ngaus (n. of Gauss points in the integration rule) (element stiffness)
2 # ngstr (n. of Gauss points in the integration rule) (stresses)

2 # ndime (n. of geometric dimensions)

2 # ndofn (n. of degrees of freedom per node)

0 # nnscs (n. of points with specified coordinate system)

0 # nsscs (n. of specified coordinate systems)

0 # npspr (n. of springs)

0 # nsspv (n. of spring vectors)

4 # nprop (n. of material properties used in the formulation)

1 # npren (n. of element nodal properties used in the formulation)
0 # nwink (n. of element faces with Winkler coefficients)

Acrescentar as defini¢cdes das caracteristicas dos apoios ao seguinte bloco de dados:

### Points with fixed degrees of freedom and fixity codes (1-fixed;0-free)
# ivfix nofix  ifpre ...

1 1 11

2 9 01

Remover os seguintes blocos de dados:

### Points with specified coordinate system
### Specified coordinate system index
### Spring index, point number, type of spring vector, spring constant value and...

### Spring vector index

Modificar as propriedades do material para o seguinte:
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### Sets of material properties
##H (Young modulus, Poisson ratio, mass per unit volume and thermic coeff.)
#imats young poiss dense alpha
1 20.0e+6 0.15 0.0 0.0
# kPa

Modificar o bloco das espessuras nodais para 0 seguinte:

### Sets of element nodal properties

# ispen
1
#inode thickness
1 03
2 03
3 03
4 03

Substituir os casos de carga que surgem por defeito pelas seguintes linhas:

##t Title of the first load case
Carga distribuida de 50 kN/m

### Load parameters
0 # nplod (n. of point loads in nodal points)
0 # ngrav (gravity load flag: 1-yes;0-no)
4 # nedge (n. of edge loads) (F.E.M. only)
0 # nface (n. of face loads) (F.E.M. only)
0 # nteme (n. of elements with temperature variation) (F.E.M. only)
0 # nudis (n. of uniformly distributed loads) (3d frames and trusses only)
0 # ntral (n. of trapezoidal distributed loads (3d frames and trusses only)
0 # nepoi (n. of bar point loads) (3d frames and trusses only)
0 # ntemb (n. of bars with temper. variation) (3d frames and trusses only)

0 # nprva (n. of prescribed and non zero degrees of freedom)

### Edge load (loaded element, loaded points and load value)

### (local coordinate system)

#iedge loele

1 1
#lopoe fel fe2
2 0.0 -50.0
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4 0.0 -50.0

# iedge loele

2 2
#lopoe fel fe2

4 0.0 -50.0

6 0.0 -50.0

# iedge loele

3 3
#lopoe fel fe2

6 0.0 -50.0

8 0.0 -50.0

# iedge loele
4 4
#lopoe fel fe2
8 0.0 -50.0
10 0.0 -50.0

END_OF_FILE

A.3 - Execucao do programa

Depois de ter o ficheiro viga44_gl.dat completamente definido, escrever na linha de

comandos 0 seguinte:

prefemix viga44 # Verificar a coeréncia dos dados
femix vigad44 d # Calcular a matriz de rigidez global, calcular o vector solicitacdo
global e resolver o sistema de equacdes lineares

posfemix viga44 # Gravar diversos tipos de ficheiros de resultados

Depois de executar as diversas opgdes do programa posfemix pode-se inspeccionar 0s
ficheiros que foram criados, dos quais se destacam 0s seguintes:

vigad4_gl.Ipt - dados formatados
vigad4_rs.Ipt - resultados formatados
viga44_me.s3d - mahaindeformada
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viga44_dm.s3d - malha deformada

vigad44_ps.s3d - tensdes principais
viga44_di.pva - campo de deslocamentos
viga44_d.s3d - malha indeformada desconectada

viga44_d_st.pva - campo de tensdes relativo a malha desconectada

A.4 - Visualizagdo gréafica
Para visualizar os ficheiros de extensao .s3d deve-se fazer, no drawmesh, "File / Import".

Para visualizar os campos escalares contidos em ficheiros de extensdo .pva deve-se
fazer, no drawmesh, "PVA / Import". Este opcao deve ser seleccionada depois de se ter lido

a correspondente malha num ficheiro de extensao .s3d.

Para capturar o contelido de uma janela do drawmesh pode-se fazer "File / Export View
Image". Desta forma é criado um ficheiro com extensdo .omp, que pode em seguida ser
inserido num documento Word, ou em qualquer outra aplicagdo Windows.

Para combinar a maha indeformada com a malha deformada deve-se escrever na linha
de comandos;

s3djoin -0 viga44_medm viga44_me viga44 dm

Em seguida importar o ficheiro viga44_medm.s3d com o drawmesh (ver aFigura A.3).

drawmesh - [¥iga44_medm.b3d] ;IQIEI
@ File View PYA Options Tools Window Help ;Iilil
D[ 5] o | |5 ]| BB 202 | |52 6] @[ B [s[9s] v 27| B A(ME |
Viga discretizada com 4 elementos de 4 no's (kN,m) 1-Mesh
[=
7>~
»
+2
Bl
]
o |
"I-
=
o
For Help, press F1 ﬁ,m,i v

Fig. A.3 - Visualizag&o da malha deformada com o programa drawmesh.
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Para combinar as tensdes principais com a malha indeformada deve-se escrever na linha

de comandos.
s3djoin -0 vigad44_meps vigad44_me vigad4d ps

Em seguida importar o ficheiro viga44_meps.s3d com o drawmesh (ver aFiguraA.4).

drawmesh - [vigadd_meps.b3d] I [
@E\IE Wiew PWA  Options Tools Window Help ;Iilll
Do s W Elrs] Sl 2%l | DRI ] G123 [#0(80]<[2[:2] 8B (W& |
[z
<
=
-2
ﬁ * X v x| e x| % s
]
o + X e X X R X -
&
¥
e
Far Help, press FL [ o [ 4

Fig. A.4 - Visualizac8o das tensdes principais com o programa drawmesh.

Na FiguraA.5 encontrase representado 0 campo escalar correspondente aos

deslocamentos segundo X;.
drawmesh - [vigad44_di_d1.b3d] =10J
@ File View PYA Options Tools Window Help ;Iilll
D)oo Wl s S| (02| @[] 9] (B [eold]x]v2]x2| BE] [ (RIS |
Viga discretizada com 4 elementos de 4 no's (kN,m) 1-Mesh
=
’_ 0.001057
* Rt
1. 0.000830
0.000755
E 0.000879
dg 0.000604
—
0.000525
"" 0.000453
& 0.000377
O 0.000302
— 0.000226
0.000151
—
7.55e-05
0.000000
For Help, press F1 ﬁ,m,i v

Fig. A.5 - Visualizag&o do campo de deslocamentos horizontais com o programa drawmesh.
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Na FiguraA.6 encontra-se representado o campo escalar correspondente as tensdes

normais segundo X;.

[/ s e st mapna =1
@ File View PY& Options Tools Window Help ;Iilll
0| o | Wl s| SR (02| D@2 &I [sol8]xv]v|x| BB = AAIE |
=
f- 2875.088
* o e
1. 1693.037
E 1265.687
E 835, 3362
" 410.85857
-16. 36470
"I- -443,7151
¥ -B71.0656
o -1298. 416
—
— -1725.766
-2153.117
‘—
-2580.467
3007.818

For Help, press F1 Wi )

Fig. A.6 - Visualizag&o do campo de tensdes normais g, com o programa drawmesh.

A.5 - Consideracfesfinais

Neste capitulo foi apresentado um exemplo muito simples de aplicacéo do programa
FEMIX a andlise de uma estrutura pelo MEF. Para fazer aplicagdes a outros tipos de

estruturas aconselha-se a leitura da correspondente documentacdo [A.1] [A.2].
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