CAPITULO®6

ESTADO PLANO DE TENSAO

Neste capitulo € descrita com pormenor a formulacéo de elementos finitos destinados a
discretizacdo de problemas de andlise de estruturas que se enquadram no caso particular
designado "Estado Plano de Tensao" [6.1]. Apresenta-se em primeiro lugar o caso do
elemento finito quadrado de dimensdes fixas, seguindo-se o elemento finito rectangular

L1xL, e, por Ultimo, o caso mais geral de geometria arbitraria.

A formulacdo agqui descrita baseia-se no método dos deslocamentos e na discretizacéo
do dominio em elementos finitos de n nds, apresentando algumas semelhangas com o

que foi descrito no Capitulo 4.

6.1 - Simbologia

Apresenta-se em primeiro lugar um resumo da simbologia adoptada na formulacdo do

método dos e ementos finitos.

Tabela 6.1 - Simbologiarelativa ao método dos elementos finitos.

L Dimensao do e emento finito

n NUmero de nés do e emento finito

X Coordenada cartesiana

u Campo de deslocamentos

a Deslocamento nodal

h Espessura do elemento finito laminar

X Coordenada cartesiana de um n6é de um e emento finito

m Numero de direcc¢des consideradas (no estado plano de tensdo: m = 2)

N Funcéo interpoladora ou funcdo de forma
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Cc Coeficiente de um termo de um polinémio

p NuUmero de graus de liberdade do elemento finito (p = nx m)
£ Extensdo

y Distorgéo

L Operador diferencial

q NUmero de componentes do vector £ e do vector o

B Matriz de deformacéo

\Y Volume do elemento finito laminar

o Tensdo normal

r Tensao tangencial

p Accdo exterior distribuida por unidade de comprimento
S Superficie do elemento finito laminar

E Modulo de elasticidade ou médulo de Y oung

Vv Coeficiente de Poisson

D Matriz de elasticidade (g = D ¢)

K Matriz de rigidez do elemento finito no referencial geral
F Forcas nodais equivalentes a acgdo exterior, nos graus de liberdade do

elemento finito, no referencial geral

S Coordenadalocal (curvilinea)

S Coordenada local de um n6 de um elemento finito
Ny  |Vector das funcdes interpoladoras ou fungdes de forma
J Jacobiano da transformacéo

E Modulo de elasticidade num n6 do elemento finito

v Coeficiente de Poisson num né do elemento finito

h Espessura do elemento finito num n6




Estado Plano de Tensdo - Alvaro F. M. Azevedo

P Posi¢cdo de um ponto de Gauss ou ponto de amostragem

W Peso (weight) associado a um ponto de Gauss ou ponto de amostragem

Neei  |NUmMero de pontos de Gauss associado adirecgdo s

J Vaor do integral calculado de acordo com a quadratura de Gauss

6.2 - Fungdesinter polador as ou funcgdes de forma

Na Figura6.1 encontra-se representado um elemento finito quadrado com quatro nés e

com dimensdes LixL, = 2x2.

au2 X2 az Uz (X1, X2)

@;@9141 T %9131 %(Xl » X2)
o

_

a2 ax
E@% a1l %@% an \
@ @
@ Li=2 @ h (x1, X2)

Fig. 6.1 - Elemento finito quadrado de quatro nos.

As coordenadas dos nos sdo armazenadas na matriz X, cujo elemento generico X;

corresponde a coordenada cartesiana do no i segundo a direcgéo x;.

Xy X -1 -1

X X +1 -1

x=|"2 2|z )
X Xp| |*1 +1
X X -1 +1

De acordo com a simbologia atras apresentada, amatriz X tem dimensdes nxm.

A espessura do elemento finito laminar representado na Figura 6.1 é designada por h,
gue pode também ser uma funcdo de x; e de X..
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A funcdo u Q() corresponde ao campo de deslocamentos, verificando-se o0 seguinte

_ Jux,%)
!(l() = {Uz (prz) )

Cada uma das componentes de u ()_() € interpolada separadamente com base em funcdes

deformaN; (X, X2) € nos deslocamentos dos nos (ver aFigura 6.1)
U (%) = Ny (%) @y + N, (%, %) @p + No (%, %) 8 + N, (,%,) @y (3)

U, (X:L’XZ) = Nl(Xl’XZ) 312+N2(X1’X2) Ayt Ns(X11X2) 332+N4(X1’X2) 3y, (4)

Em (3) e (4), bem como naFigura 6.1, &; corresponde ao deslocamento do nd i segundo
adireccdo x;. Note-se que o numero de funcdes de formaN; coincide com o nimero de

nos do elemento finito (n).

As consideragOes que se seguem serdo apenas efectuadas com a componente u; do

campo de deslocamentos. A sua extensdo a componente u, seriatrivial.

A funcao uy(xq, X2) deve assumir nos nés os valores nodais do campo de deslocamentos.

Atendendo as coordenadas dos nés indicadas em (1), pretende-se que

ul(_]"_l) =y
u1(+1’_1) =3y
U (+1’+1) =3y ®)
U (_1’+1) =3y

Para que as condicdes expressas em (5) sejam respeitadas, as func¢des de forma a utilizar

em (3) devem possuir as caracteristicas indicadas na Tabela 6.2.
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Tabela 6.2 - Caracteristicas das fungdes N; (X, Xo).

NO6 1 2 3 4
(X1, %2) (-1-1) (+1,-1) (+1, +1) (-1, +1)
N1 (X1, X2) 1 0 0 0
N2 (X1, X2) 0 1 0 0
N3 (X1, X2) 0 0 1 0
Nz (X1, X2) 0 0 0 1

As seguintes fungdes polinomiais respeitam as condigdes indicadas na Tabela 6.2, que
consistemn no facto da a funcdo N; ter de assumir um valor unitario no néi e um valor

nulo nos restantes nos.

N, (x.%) = [1-x) [1-x,) /4
N, (%) = [1+x) [L-x,)/4 @
Ny (%, %) = (1+x) (1+x,)/ 4
N, (%, %) = (1-x) (1+x,)/4

A funcdo N; (X1, X2) pode tomar a seguinte forma
N, (x,,%,) = 0.25-0.25x,—0.25x, +0.25x, X, 7)
Um polindémio de segundo grau compl eto tem a seguinte expressao genérica
F(X,%) = oG X +C, X, +Cy X +Cy X, X, +6 )G (8)

Comparando (7) com (8), verifica-se que a funcdo de formaN; (X1, X2) € um polindmio
de segundo grau incompleto, porque lhe faltam os termos que em (8) se encontram
sublinhados. ConsideracOes idénticas poderiam ser feitas em relacdo as restantes

fungdes de forma.
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Armazenando os deslocamentos nodais da seguinte forma

ay
8,
Ay
a= %o 9
A
A
a'41
| 84
tem-se, atendendo a (3) ea(4)
a,]
A
ay
ulleON20N3ON4O% (10
| |0 N | O N, 0O N;y| O N,||lay
A
ay
| 8
gue em notacdo matricial sereduz a
u=N a
(mx1)  (mxp) (px1) (11)
sendo p=nxm(no caso daFigura6.1l,p=4x2=28).
A matrizN é
N, O|N, O|N, O|N, O
N: 1 2 3 4 (12)
O N,JO N, 0O N;| O N,

Os gréficos das funcdes N; (X1, X2), definidas em (6), encontram-se representados na

Figura 6.2 (ver também aFigura6.1).

No caso do eemento finito rectangular de dimensdesL; x L,, representado na

Figura 6.3, as funcdes de forma seriam
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(13)

N <" < X'
_ _ + +
Mo Jle e e

X X X X'
+ + _

_
B VIS & KV y VI 3 Ko

N RN U M U M B

- i J i IR By
1 1 11 1
XX XX
X X X X

Fig. 6.2 - Graficos das funcbes N; (X1, X») paraum elemento de dimensdes LixL, = 2x2.
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as2 X2 ag2 EE:l(xl ' X2)
@ ‘%9141 T %l Ur (X1, X2)
/ X1
_—
a2 oo
.EFL@% aqn .%@% a1 \
©) L @ h G, %)

Lo

Fig. 6.3 - Elemento finito rectangular de quatro nés.

6.3 - Campo de defor macgdes

O campo de deformagBes num estado plano de tensdo é definido do seguinte modo [6.1]

9 5
& 0%
_ 0 ||y
2% 0 3¢ { } (14)
0% || U
Viz 9 0
0%, 0X |
ou de um modo mais compacto
E=1L u
(a<1)  (qxm) (mxa) (15)

Em (15), g € o nimero de componentes do vector & que sio neste caso trés, eL é 0

seguinte operador diferencial

9 5
0%
0
L={ 0 —
- dX, (16)
0 0
_6x2 axl_
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Substituindo (11) em (15), tem-se

B=L N
(axp)  (axm) (mxp)
aexpressdo (17) passaa
£ =B a
(ax1)  (axp) (px1)
sendo, de acordo com (18), (16) e (12)
9
0%
B—OaNlON20N3ON4O
= % |/ 0 N | O N,| O N,| 0 N,
0o 0
0%, 0X |
[ON, ON, o |9N;  , [ON, 0'
0% 0% 0% 0%
B=| 0 oN, 0 oN, 0 oN, 0 oN,
0 X, 0 X, 0 X, 0 X,
ON, 0N, [ON, ON, [ON; ON, | 0N, ON,
| 0X, 0X | 00X, O0X |0X 0% |0X, O0X |

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

No caso do elemento com dimensdesLixL, =2x2, a matrizB € constituida pelas
derivadas de (6), de acordo com (21)

-1+X, 0 1-x, 0 1+x, 0 |-1-x 0
gzi 0 -1+x 0 -1-x | 0 1+x 0 1-x (22)
—1+x -1+Xx | -1-x 1-Xx, |1+x 1+% | 1-x -1-Xx

No caso do elemento de dimensdesLixL,, a matriz B é constituida pelas derivadas
de (13), de acordo com (21)
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—i+x2 0 . Ol--- 0 —i—xz 0
2 2
L L, 2 2
PO U PPN DU [ PRV PN
2 2 7 2 2 7]

6.4 - Principio dostrabalhosvirtuais

Considere-se um estado plano de tenséo constituido por um elemento finito formulado
de acordo com o que foi exposto nas seccdes anteriores. Supondo gque apenas existem
accOes distribuidas por unidade de comprimento na periferia do elemento finito, do
Principio dos Trabahos Virtuais (PTV), que foi exposto no Capitulo 4, resulta a

seguinte equacao

T _ T
jva'g ogdVv —_[La'g pdL (24)

Nesta expressdo 0 vector o€ apresenta componentes em correspondéncia com o

vector &, definido em (14) e (15). O vector g€ 0 seguinte

I
1
Nq »—\q

(25)

~N

12

6.5- Matriz derigidez e vector solicitagio

Com base no principio dos trabalhos virtuais referido na secgdo anterior, vai-se em
seguida proceder a deducdo das expressdes da matriz de rigidez e do vector solicitacéo
gue sdo utilizados no método dos deslocamentos, aplicado a analise de um estado plano

de tenséo.
Designando por h a espessura do elemento finito, tem-se em (24)

dv=hdS (26)
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em gue dSrepresenta 0 el emento de superficie.
A equacdo (19) referida a deformagdo virtual € a seguinte
de=BJa (27)
gue é equivalente a
o' =da B' (28)

A relacéo entre tensdes e deformagdes €, para um estado plano de tensio e no caso dos

materiais isotrépicos [6.1]

E Ev
2 2 0
g, 1EI/ 1—E|/ &
vV
g, |= =7 17 0 &, (29)
4P 0 0 E Vi
| 2(1+v)]
ou de um modo mais compacto
g=De¢ (30)
sendo amatriz de elasticidade D a seguinte
. E Ev ]
0
1-v? 1-v?
Ev E
D= 0
0 0 E
I 2(1+v)]

A matriz de elasticidade D depende do modulo de Young (E) e do coeficiente de

Poisson (V).
Substituindo (19) em (30) tem-se

c=DBa (32

A equacdo (11) referida a deformacdo virtual € a seguinte
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ou=Noa (33)
gue € equivaente a
ou' =da N' (34)
Substituindo todas estas equagdes em (24) passaater-se 0 PTV expresso por

T T _ T T
[(6a’B'DBahds = | 5a'N"pdL (35)

Uma vez que dS=dx; dx, e os deslocamentos nodais ndo dependem das variaveis x;

eXp, 0Svectores Ja' e a podem passar paraforado integral

oa' [ [B'DBhdS

)
]
89
o
—
-
|z
—
©
o
[

(36)

De acordo com oPTV, a equacdo (36) € verdadeira para qualquer conjunto de
deslocamentos virtuais, concluindo-se assim que

T _ T
|B'DBhdsa = [ N'pdL (37)

Comparando esta equacdo com a relacdo de rigidez que é utilizada no método dos

deslocamentos
tem-se, no caso do estado plano de tensdo

— T
K=[ B'DBhds (39)

F=[NpdL (40)

O vector a encontra-se definido em (9).

Nas expressdes (37)-(40) admite-se que as seguintes grandezas podem ndo ser
constantes no dominio de integracéo: modulo de Young (E), coeficiente de Poisson (1),

espessura (h) e carga distribuida( p).
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No caso do elemento finito rectangular representado na Figura6.3, a expressdo da

matriz de rigidez (39) passa a ser

L/2 L)2

[B'DBhdx dx (42)

-Ly/2 -L/2

=
I

A matrizB corresponde a expressdo (23) e, no caso dos materiais isotrépicos, a
matriz D é dada por (31).

Uma vez queh € um escalar, as dimensdes da matrizK coincidem com as do

produto B' D B

— T

— T

Atendendo a(40), as dimensdes do vector solicitagdo F coincidem com as do

produto N' p

= e T o
E=-D P (44)

(px1) (pxm) (mx1)

No caso do elemento finito de quatro nés, tem-se

6.5.1 - Célculo deum elemento da matriz derigidez

Apresenta-se em seguida o cdlculo do elemento Ksg da matriz de rigidez do elemento
finito representado na Figura6.1, com E =200 000 MPa, v=0 e h=0.3 m. De acordo

com (41), tem-se
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K=[[B'DBhdx dx (46)

O céculo de B' D B pode ser efectuado com base nos somatdrios correspondentes aos

produtos matriciais
T q q
E'oB)=> Y &.D,B, (47)

sendoq=3.

Para calcular Ksg € suficiente desenvolver os somatérios parao caso: i =5;j =8

(BT Q E)sg = 23: 23: Bk5 ka Bp8 = (48)

3
= Z(Bks Dy Big t Bys Dyo Byg + Bys Dy Bas) = (49)

= B Dy Bgt+ByxD, Bg+By Dy B+
+B5 D)y Byg + By Dy Byg + By Dy By + (50)
+B5 Dy3 By + By Dy Bog + By Dy Byg

Consultando as matrizes B (22) eD (31) com v=0, verificase facilmente que, neste

exemplo, sb o tltimo mondmio de (50) é ndo nulo. Assim, tem-se

("D B). =B B =T 5 T )

Atendendo a (22) e (31) e ao facto de ser E = 200 000, chega-se a
("D B), = [1+4X1j 100 000 ['1; ij (52)
(B"D B),, =6250 (1+x) (-1-x,) (53)

Atendendo a (46) e ao facto de ser h= 0.3 m, tem-se
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+1 +1

Ke = [ [ (B'DB), hdx dx, (54)
-1 -1
+1 +1
K = [ [ 1875(1+x)(-1-%) dx, dx, (55)
-1 -1
Kg = — 7500.000000 MN/m (56)

6.5.2 - Célculo do vector solicitacéo correspondente a uma carga distribuida

Na Figura 6.4 encontra-se representado o elemento finito da Figura 6.1, sujeito a uma

cargadistribuida no bordo 2-3.

p1 P2

() () AMN/m  9MN/m

® ® 7

ALQM EdL A

!
)

@ J f

.
C) Ly=2 () 2MN/m  3MN/m

X2

I
N

L,

1]

Fig. 6.4 - Elemento finito sujeito a uma carga distribuida.

As forcas nodais equivalentes a accdo distribuida no bordo calculam-se com a

expressao (40), que aqui se reproduz

= [ N'pdL (57)

sendo N amatriz (12) e p o seguinte vector

_| B
o=|r] 9
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Neste exemplo, dL coincide com dx, e todos os pontos do dominio de integracéo

apresentam coordenada x; = 1. Assim, o integral de linha (57) passa a ser
+1
F=[Npdx (59)
-1

e nos elementos da matriz N, que sdo as fungdes de forma(6), deve-se substituir x;
por 1, obtendo-se

Nl(xl'XZ) - Nl(l' Xz) = Nl(xz) =0
N, (X11X2) - N, (17)(2) =N, (Xz) = (1_X2)/2
_ _ (60)
N, (Xl'XZ) - Ns(l' Xz) =N, (Xz) - (1+ Xz)/2
N, (nyz) - N, (sz) =N, (Xz) =0
Atendendo a (12) ea(58), o produto N’ P quefiguraem (59) € o seguinte
‘N, 0]
0 N,
N, O
0 N,(lp
N'p = & [ } 61
S PTIN o |ln, (1
0 N,
N, O
0 N,|

Para os valores das accOes indicados na Figura 6.4, sdo as seguintes as expressdes das
funcOes p; e p2

{pl(xz) = 3+,

p,(x,) = 6+3x, (62)

Com base em (61), (60) e (62), tem-se
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0 0
0 0
L-x)2 o
NTp = 0 (1_ Xz)/z |:3+ X :| (63)
= |[1+xy)/2 0 6+3X,
0 (1+x,)/2
0 0
L 0 0 _
resultando de (59)
1 o
F, 0
F, 2.666 667
F, 5.000 000
E =17 |53332 (64)
F, 3.333333
F, 7.000 000
Fa| | O
L I:42_ L 0 |

Em (64), Fij representa a componente de F que esta associada a0 ndi e que actua na

direccéo x;.

Nos nés 1 e 4, sdo nulas as componentes da forgca nodal equivalente a carga distribuida
no bordo 2-3.

Neste exemplo simples, os valores indicados em (64) coincidem com as reaccdes que se
obteriam numa viga simplesmente apoiada carregada com as cargas trapezoidais da

Figura6.4.

6.6 - Caso geral com substituicdo devariaveis

O estudo apresentado nas seccdes anteriores e que se encontra limitado a um el emento
guadrado de dimensdes 2x2 pode ser facilmente estendido a elementos rectangulares de

dimensdes LixL,. Toda a sua formulagdo seria uma extensdo trivia do que foi atrés
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apresentado. Nesta seccéo € desenvolvido um elemento finito quadrilatero de geometria

arbitréria, destinado a discretizacdo de estados planos de tensdo (ver aFigura6.5).

(X1, X2)
aiisl %:lxlxz

up (X1, X2)

X2

ax \

a1 h (%, %)

X1

Fig. 6.5 - Elemento finito quadril &tero de quatro nés com geometria arbitraria.

As coordenadas dos nés sdo armazenadas na matriz X, cujo elemento generico X,

corresponde a coordenada cartesiana do no i segundo a direccéo X;.

[

X5
X22
X3

1 X42

[
I

(65)

ey

XX X X

De acordo com a simbologia apresentada na Seccdo 6.1, a matriz X tem

dimensdes nxm.

A espessura do elemento finito laminar representado na Figura 6.5 é designada por h,
gue pode também ser uma fungdo de x; e de X,.

A determinacéo da matriz de rigidez do elemento finito com a expressdo (39), requer
neste caso o caculo de um integral duplo com um dominio de integracéo S, que
corresponde a um quadril&ero irregular de geometria definida pelos quatro nés do
elemento. Tendo em vista a sistematizacdo deste processo, de modo a facilitar a sua
programacdo em computador, revela-se muito vantajoso efectuar a seguinte substituicdo

das variaveis x; € Xo.
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x - x(s.s)
{Xz - %(s.s) (60)

Na Figura 6.6 encontra-se representado o novo dominio de integracdo, que corresponde

ao intervalo [-1, 1], quer paraavariavel s;, quer paras,.

X2 S

@ ®

@ _
-
® ® Dy @

X1

Fig. 6.6 - Substituicéo das variaveis x; e Xo.

Os valores nodais das coordenadas s; e s, S80 0S seguintes

S S -1 -1
S, S +1 -1
s=| > %= (67)
Su Sp| |1 1
Su Se -1 +1

De acordo com (66), a cada ponto (s1, S) corresponde um ponto (Xg, X2). A passagem do
sistema de coordenadass para 0 sistema de coordenadasx € efectuada com uma
interpolacdo semelhante a que foi efectuada na Seccd0 6.2 para 0 campo de

deslocamentos. De acordo com (3) e (4), tem-se
% (8:8) = Ny(81,8,) %+ N, (81,8,) %+ Na(81,8,) X+ N, (8,8,) Xy (68)

% (5,5) = N (s,5) %, + N, (s,5,) X, + N3 (5,5) %, +N, (s,,5,) X, (69)

No sistema de coordenadass, as funcbes de forma coincidem com as que foram

descritas na Seccéo 6.2, bastando substituir em (6) x; por s; € X, por S, resultando
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N,(s,s)=([-5){-s)/4
N,(s.s)=(+s)(1-5s)/4 70
Ny(s,s,)=(1+s)(1+s,)/4
N,(s.s)=(-5)(@+s)/4

Tal como no caso do campo de deslocamentos, ao atribuir a(s;, S;) 0s valores nodais
indicados em (67), obtém-se em (68) e (69) as coordenadas dos nos (65).

Por exemplo, para (s1, &) =(1,1), a funcdo N3 vale um e as restantes sdo nulas,
obtendo-se em (68) x, (1,1) = X,, eem (69) x,(L1) = X,,.

As equagles (68) e (69) podem ser colocadas em forma matricial do seguinte modo

Nl
|:X1j| - |:Kl X21 x31 x41j| NZ (71)
X2 X12 X22 XSZ 242 NS
N4
ou
x = X" N
(mx1) (mxn) (nxl\)/ (72)
sendo
X
X =
B L‘j (")
Nl
N
N,=| °
No=| (74)
N

Em (72), X éamatriz nxm definida em (65).

Apdbs a substituicdo de variaveis indicada em (66), o integral (39) passa a ser
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+

+1 +1
K=[[B'DBhJdsds (75)
-1-1

Nesta expressdo J € o determinante Jacobiano, que corresponde ao determinante da
matriz Jacobiana J. A matriz Jacobiana correspondente a transformacéo (66) € definida

da seguinte forma[6.2]

0% 0%
_|0s ds
27 1ox, 9% (70)
os 95
o, 0,

=
I
o
]
)
N7
)
NZ

(77)

Para permitir o calculo do integral (75), todos os componentes da fungdo integranda tém

de depender des; e s,.

Se a matriz D (31) ndo for constante, € possivel utilizar 0 mesmo tipo de interpolagéo

paradefinir Ee vemfuncdo des; es,.
E(s.s)=N,(s.s) E+N,(s.s,) E,+N;(s.s) E;+N,(s,s) E, (79)
v(s.8) = Ny(s,8) B +N,(s.s,) 7, + Ny (s.,8,) 7+ N, (s.,8,) 7, (79)

Nesta expressio, E, e 7 s30 os valores no n6i do modulo de Young e do coeficiente

de Poisson. Na generalidade dos casos préticosE e v sdo considerados constantes ao
nivel de cada elemento finito. Quando uma estrutura apresenta mais do que um tipo de
material, afronteira entre as zonas correspondentes a cada material deve coincidir com a

transicéo entre elementos finitos.

Se a espessura do elemento ndo for constante pode ser interpolada de um modo

semel hante
h(s.s)=N,(s.s)h+N,(s.s) RL+Ny(s,s,)h+N,(s.s,)h, (80)
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Nesta expressio, h €o valor daespessuranondi.

Os elementos da matriz Jacobiana(76) obtém-se por derivacdo de (68) e (69),

resultando

0 ON, _ ON,_ ON,_ 0N, _
e LRyt Ry Xy Xy (81)

0s, 0s 0s 0s 08
ox _ 0N, _ +0N2_ ON, _ 0N, _

= X, + + X
9s, s, " as % ds X1 ds, " (82)
0% _ON, +aN2¥ +6N3_ _I_aN4X a3
s, 0s X2 ds, 2 05, X3 ds, © (83)
0x, _ON, _'_GNZX +0N3_ +6N4Y a1
s, s, 2 as, 2 ds, X3 3s, " (84)

As equacOes (81)-(84) sdo equiva entes a seguinte equacao matricial

[ON, ON, |
ds 0s
CEEY ON; N,
0 S 0 S| = Xy X Xy Xy d S d S (85)
% % zz X22 i32 X42 4 N3 4 N3
ds 0s ds 0s
ON, ON,
| 0s  0s, |
De um modo mais compacto, tem-se
ON
J - &l )
= T % s (86)
(mxm) (mxn)  (nxm)

sendo
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(s3]
2

Y
) ‘I

(9N,

0s
N,
0s
N,
0s
N,

| 0s,

N,

0s,
N,
ds,
N,
0s,
N,

0s, |

(87)

As expressdes dos elementos da matriz (87) obtém-se por derivacéo de (70) em ordem

as; es,. resultando

(-1+s,)/4 (-1+s)/4
ON _|(+1-s)/4 (-1-s)/4 -
0s (+1+s))/4 (+1+9)/4 (88)
(-1-s,)/4 (+1-s)/4

Substituindo as expressoes (88) em (85), obtém-se 0s elementos da matriz Jacobiana em
funcdo des; es,. Nota: os elementos da matriz X S0 as coordenadas cartesianas dos

nos, sendo portanto constantes de valor conhecido.

Tendo em vista o calculo do integral (75) encontram-se jadefinidosem funcdo des, e s,
todos os componentes da funcdo integranda, com excepcado da matriz B. Apresenta-se

em seguida o procedimento para a sua obtencao.

No caso do elemento finito quadrilatero de quatro nés e de geometria arbitraria, as
equacgoes (9)-(12) permanecem vdlidas (ver as Seccles 6.2 €6.3). As equagdes (10)

e (11) sdo em seguida reproduzidas.

N, 0
0 N,

N, O
0 N,

N4 O a22
0 Nj = (89)

u| [N, 0
u| |0 N,
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Q:m% a (90)

No caso do elemento de geometria arbitréria, as funcdes de formaN dependem das
varidveiss; es,. Neste caso, a interpolacdo dos deslocamentos (89) é efectuada de um
modo coincidente com o que foi utilizado parainterpolar as coordenadas cartesianas dos
nos (68) e (69). Quando o método de interpolacdo dos deslocamentos nodais e das
coordenadas cartesianas dos nés coincidem, diz-se que a formulacéo do elemento finito

é isoparamétrica.

O campo de deformagdes obtém-se de um modo semelhante ao que foi descrito na

Seccédo 6.3, reproduzindo-se em seguida as equacdes mais significativas.

e =1L
(ax1)  (qxm

u
) (mx1) (91)

Por substituicéo de (90) em (91) chega-se a

a (92)

B=L N
(axp)  (axm) (mxp) (93)
E =B a
(@) (axp) (pr) (94)
9 5
0%,
N, O|N, O|N, O|N, O
B=| 0 i 1 2 3 4 (95)
0% ({0 N, | 0O N, 0O N;j| O N,
0o o
0%, 0% |
0N, [ON, o [ON; [ ON, l
0% 0% d% 0%,
B=| o M| o M) o5 ONsb 5 0N (96)
axz aXZ axz 6X2
N, ON, |dN, ON,|dN, ON,|dN, 0N,
10X, 00X | 00X, O0X |0X 0% |0X, O0X |
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A matriz B depende das derivadas das funcGes de forma em ordem ax (0 N; /0 X; ) De

modo a ser possivel calcular o integral (75), € necessario obter as expressdes de

dN,/0x; emfunciodes, es.

Considere-se uma das fungdes de forma(N;) dependendo dex; ex,, que por sua vez

dependemde s, es,.

N; =N, ()(1(51’32)7)(2 (Susz)) (97)
Pelaregra da cadeiatem-se

oN, _0N, axl+c3Ni 0 X,
0s, O0x 0s 00X, 0S

(98)
ON, _ON, 9% . 9N, 0%
0s, 0Xx 0S, 0X, 0S,
gue se pode escrever da seguinte forma em notacéo matricial
LR
ON, ON | _|0N, 0N, ||0ds 05 (99)
ds 0s, dx, 0%, ||0%X 0X,
ds 0s

Atribuindo ao indicei os valoresla4 e agrupando 0S quatro casos nas seguintes

matrizes, chega-se a

9N, ON,] [aN, oN,]

0s 0s, ox, 0X,
ON, 0N, ON, ON,||0x 0Xx

0s, 0s, 0X, || 0s 0s,

I
s3]
=<

ON, ON,|~|ON, ON,||ax, ox (100)
0s 0s ox, 0X,||0s 0s,
ON, 0N, ON, OJN,
| 0s  0s, | [ 0% O0X
gue de um modo mais compacto se pode escrever
ds  ox © (102)
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sendo J a matriz Jacobiana definida em (76) e em (86).
Multiplicando ambos os membros de (101), adireita, por J ™ obtém-se

a_m = a_m J_l
dx ds (102)

(nxm)  (nxm) (mxm)

A matriz 0N/ds foi definida em (87) e (88), sendo os seus elementos fungBes de s
es,. Em (86) pode verificar-se que os elementos da matriz J sdo também funcles de s

e s,. Os elementos da seguinte matriz, que dependem de s, € s,

[ON, ON, |
0% 0%
N, 0N,
ON 0 0
ax " ali(fg 6')\(|23 (103)
0% 0%
N, 0N,
0% 0% |

s80 depois espalhados namatriz B de acordo com (96).

Deste modo se alcangou o0 objectivo de calcular os elementos da matriz B como sendo

funcbesdes, e s,.

Uma vez que todos os componentes da funcdo integranda de(75) se encontram
definidos em funcdo de s; e s,, € agora possivel proceder ao calculo da matriz de rigidez
do elemento finito. O facto de se tratar de um integral de dificil resolucéo e de os limites
de integracdo serem -1 e +1, sugere O recurso a técnica de integracdo numerica que se

encontra descrita no Capitulo 5.

6.7 - Algoritmo de calculo da matriz de rigidez de um elemento isoparamétrico

Um integral duplo, cujos limites de integracdo sgjam -1 e +1 para ambas as variavels,
pode ser calculado pela quadratura de Gauss, sendo o resultado obtido, em geral, um
valor aproximado. De acordo com o que foi exposto no Capitulo 5, a correspondente

expressao € a seguinte
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3 Nep1 Ngp2
_jl_jlf(%,sz)dadsz O Zl];wwj i(p.P) (104)

Nesta expressao, ngp1 € 0 NUMero de pontos de Gauss associado a direccdo s; e Ngpz €0
ndmero correspondente a direcgdo s,. Os parémetros W e W s80 0s pesos associados as
direccOess; es,. A funcdo f deve ser avaliada nos pontos de Gauss, cujas coordenadas

~

(s.s)=(r.P) (105)

De aqui em diante, 0 segundo membro de (104) passa a ser designado por J. Assim, no
caso de ser Ngp1 = 2 € Ngpy = 2, da expansdo dos somatorios em (104) resulta a seguinte

expressao paraJ
Ngpy
J =Y ww f(P.R)+WwW, f(R.R,)) (106)
i=1

J = WW f(R,R)+WW, f(R,R)+

FWW, (R,R) +WW, f (PP, (107)

De acordo com o que foi exposto no Capitulo5, os valores dos pesosW e das

posicdes P; € neste caso

W =1
W, =1 108
P =-1/4/3 = -0.57735 02692 (109
P, =+1/V/3 = +0.57735 02692
passando J a ser avaliado do seguinte modo
1 1 1 1
J = f (——,——j + f(‘—,"'—j +
3 3 3 3
V3 43 V3’ V3 (109)

A RS
V3' 43 V3' 43
O vaor aproximado do integral duplo (104), depende do resultado da avaiagcdo da

funcéo f (s;, S) em quatro pontos de Gauss, cujalocalizacdo se encontrana Figura 6.7.
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® - Ponto de Gauss

Fig. 6.7 - Localizac8o dos quatro pontos de Gauss no sistema de coordenadas (s;, S,).

De acordo com (107), para calcular o valor aproximado do integral (75), recorrendo a
guadratura de Gauss com 2x2 pontos, procede-se do seguinte modo:
» avdiaseasuafuncdo integranda nos quatro pontos de Gauss;
 multiplicase o0 resultado correspondente a cada ponto de Gauss pelos
respectivos pesos (que neste caso Sao unitarios);

¢ esomam-se as quatro parcelas.

Como se pode verificar em (75), a funcdo integranda é um produto de matrizes de
funcBes, que € em seguida multiplicado por funcBes escalares. Atendendo as
caracteristicas da quadratura de Gauss, € possivel avaliar todos os elementos de cada
matriz em cada ponto de Gauss e s6 em seguida fazer o produto matricial, bem como o
produto pelas fungdes escal ares avaliadas também nesse ponto de Gauss. Deste modo o0s
produtos matriciais sdo efectuados com valores numéricos em vez de fungdes,

facilitando assim a programacao deste algoritmo em computador.

Apresenta-se em seguida a sequéncia de operacOes que tém de ser efectuadas para
calcular amatriz de rigidez de um elemento finito quadrilatero, recorrendo a quadratura

de Gauss com 2x2 pontos.

Dados;

* coordenadas cartesianas dos nos (X; );

« espessurado elemento finito em cadand (h );
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maodulo de Y oung (E - constante em todo o elemento finito);

coeficiente de Poisson (v - constante em todo o el emento finito).

Algoritmo:

Inicializar a matriz X com as coordenadas cartesianas dos nos do el emento
finito (65)
Inicializar o vector h com as espessuras do elemento finito nos nds

Inicializar uma tabela com os pesos associados a cada ponto de Gauss

P. de Gauss W W
1 1.0 1.0
2 1.0 1.0
3 1.0 1.0
4 1.0 1.0

Inicializar uma tabela com as coordenadas de cada ponto de Gauss (ver a
Figura6.7)

P. de Gauss Pi P;
1 -0.57735... -0.57735...
2 +0.57735... -0.57735...
3 -0.57735... +0.57735...
4 +0.57735... +0.57735...

Calcular os elementos da matriz D, recorrendo a (31)
Inicializar com valor nulo todos os elementos da matriz de rigidez K, cuja
dimensdo é 8x8
Para cada ponto de Gauss (s, ) = (Pi, P)):
> Avadliar asfungdes de forma N; no ponto (P;, P;), recorrendo a (70)
> Calcular aespessurah no ponto (P;, P;), recorrendo a (80)
» Cadcular os elementos da matriz 0N/ds no ponto (P;, P;j), recorrendo
a(88)
> Cadcular os elementos da matriz Jacobiana(J) no ponto (P, P),
recorrendo a (85)
» Calcular o determinante da matriz Jacobiana ( J)

» Calcular ainversadamatriz Jacobiana ( J _1)

» Cacular amatriz 0 N/d x no ponto (P;, P;), recorrendo a (102)
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» Espalhar os elementos da matriz 0 N/d x (103) na matriz B de acordo
com (96)

» Calcular B' D B h J, que consiste num produto de matrizes e escalares
avaliados no ponto (P;, Pj) (75), do qual resulta uma matriz com as
dimensdes da matriz derigidez K, que se designa por K’

> Multiplicar todos os elementos de K' pelos pesos W Wi correspondentes
ao ponto de Gauss corrente

> Adicionar WW, K’ amatriz derigidez do elemento finito (K ).

Fim do ciclo estendido aos pontos de Gauss.

6.8 - Calculo das tensdes e defor magdes finais

Depois de resolvido o sistema de equacbes K a = F, com K, a e F referentes a totalidade

dos graus de liberdade da estrutura, é possivel calcular o estado de tensdo e deformagéo

em qualquer ponto de qualquer elemento. Apesar de a formulagéo permitir o cdlculo de

tensdes e extensdes em qualquer ponto, verifica-se que existe uma muito maior precisao

se 0s pontos seleccionados coincidirem com os pontos de Gauss correspondentes a

guadratura de Gauss com 2x2 pontos [6.3]. Este facto € independente do nimero de

pontos de Gauss que foi utilizado no calculo dos componentes de K e F. Assim, deve-se

proceder do seguinte modo para calcular as deformacdes e tensdes num ponto de um

elemento finito:

seleccionar o elemento finito que vai ser alvo do estudo;
nesse elemento, seleccionar o ponto de Gauss em que se pretende conhecer o
estado de tensao;

calcular amatriz B no ponto seleccionado, cujas coordenadas sao

(31,52):[1“ ﬁ’i ﬁ) (110)

com base no vector que contém todos os deslocamentos, extrair para um vector
de oito componentes os deslocamentos dos nés do elemento que esta a ser
estudado (a);

calcular o vector deformagéo ( £) com aexpressao (94);
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» cacular amatriz de elasticidade ( D ) com a expresséo (31);

e cacular o vector tensdo ( o) com aexpressao (30);

Depois de obtidos os valores de o e £ nos pontos de Gauss (2x2), € possivel fazer a sua
interpolagdo ou extrapolacdo para outros pontos do elemento, nomeadamente para 0s
seus nés[6.4]. Desta forma se obtém resultados mais precisos do que aqueles que se

obteriam com a avaliacéo directa das tensdes no ponto pretendido.

6.9 - Consideracfesfinais

Neste capitulo foi apresentado o modo de obter a matriz de rigidez de um elemento
finito quadrilé&ero de geometria arbitréria, destinado a discretizagdo de estados planos
de tensdo. Foi apresentado com detalhe o0 caso do elemento de quatro nos e da
guadratura de Gauss com 2x2 pontos. Alguns aspectos importantes séo deixados para
outros capitulos, tais como a assemblagem da matriz de rigidez globa, o
desenvolvimento de elementos com mais do que quatro nos, a influéncia do nimero de
pontos de Gauss na qualidade dos resultados, o cdlculo de ac¢es nodais equivalentes a

accOes concentradas, distribuidas e de volume, etc.
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