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RESUMO

Nesta comunicagdc é efectuado um estudo comparativo entre os
resultados obtidos pelos métodos tradicionais de andlise de
estruturas de betic armado e pré-esforgado e os resultados de
uma analise por elementos finitos em regime ndo linear.

Em seguida sdo discutidas as diversas formas de encarar o
pré-esforco a luz de alguma regulamentagdo internacional.

Por 1ultimo s&o apresentados os resultados do calculo de uma

estrutura menos corrente pelo método dos elementos finitos.

ABSTRACT

In this paper a comparison is made between the results of
the analysis of prestressed concrete structures by traditional
methods and the results of a non linear finite element
analvysis.

Various ways of including the prestress in the structural
analysis according to several codes are discussed.

Finally the results of the finite element analysis of a

prestressed structure with irregular shape are presented.
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i - INTRODUGRO

O desenvolvimento acentuado que se tem vindo a verificar
recentemente no dominio da computagio, permite encarar cada ve:z
mais como de utilizac&o corrente na andlise de estruturas,
processos matematicos relativamente complexos.

E o caso do método dos elementos finitos gue, apesar de
originar um elevado numeroc de operagdes matematicas, revela uma
grande versatilidade e simplicidade de utilizagdo, mas exige
meios informaticos adequados.

# assim possivel refinar o calculo estabelecendo hipdteses
cada wvez mails complexas, gque conduzem a um maior Tigor na
simula¢8o do comportamento real da estrutura.

Os métodos de andalise ndo linear sdo exemplo manifesto do
exposto anteriormente, pelo que se torna interessante comparar
resultadeos obtidos através do calculo tradicional com os
disponiveis hoje em dia.

Essa comparagdoc foi levada a efeito numa laje continua de
dois +tramos, de inércia variavel juntoc ao apoio central, em
betio pré-esforgado, gue foi estudada por dois métodos de
analise linear e por um programa de calculo automatico qgue
utiliza o método dos elementos finitos em regime ndaoc linear.

De certa forma relacionado com a andlise comparativa levada
a cabo encontra-se o modo como efectivamente encarar o pré-
esforgo: acgdo, esforge resistente, consideragdc ou nao da
hiperestatica, etc. 08 regulamentos internacionais s8o em
alguns casos contraditérios, noutros coincidentes nos efeitos
mas de filosofia diferente nas causas. 0 método dos elementos
finitos wvem pdr a nu um aspecto ndo tratado comummente: num

meio continuo, o© que é acgldo isostatica e ac¢do hiperestatica?
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No segundo exemplo apresentado este aspecto torna-se evidente.
Aparte este facto, mostram-se as potencialidades do programa

utilizado em termos de andlise de estruturas menos comuns e em

que um calculo simplificado poderia eventualmente originar

erros consideraveis.

2. - DESCRIGAC DO MODELO MATEMATICO
2.1 - Modelag8o do comportamento do betéo

0 betdo é discretizado por elementos finitos de oito nds,
supondo-se wvalidas as simplifica¢fes correspondentes a estados
planos de tensdo.

Foi considerado um critério cedencia-fractura definido no
referencial das tens®es principais e gque se encontra
representado na Fig.1.

Se nenhuma das tensfes principais exceder ft, é utilizado o
critério de cedencia de von Mises sem endurecimento, sendo
portanto o comportamento do betao linear-pexrfeitamente
plastico. As deformacgdes encontram-se limitadas por um critério
semelhante ao de wvon Mises mas definido no espaco das
deformag¢des principais. Depois de atingida a deformagao
equivalente limite, admite-se gque nesse ponto o bet&o perde
toda a sua resistencia e a estrutura Jja nd3o resiste a mais
nenhum acréscimo de carga.

Quando uma ou ambas as tensdes principais excedem ft,
admite-se que o betd8o fendilha segundo um plano normal & tensdo
principal que ultrapassou o limite, passando o betdo a ter um
comportamento unidimensional num referencial associado ao plano

de fendilhac8o. Este tipo de comportamento esta representado na



Fig.2, correspondendo o ramo decrescente apés a fendilhacdo a
contribuigdo do betdo entre fendas.

Apds a fendilhag8c, admite-se que o médulo de distorgdo G
vai decrescendo de acordo com a lei representada na Fig.3, que
exprime a relagdoco entre a fracgdo de G que ¢é retida e a
deformag¢do na direcc¢do normal as fendas.

A fendilhag8c do betdo é incluida na formulagdo dos
elementos finitos por modificac8o da matriz de elasticidade
associada a cada ponto da integrag¢8c numérica. Deste modo
supdbe-se que na area de influencia de um desses pontos em que
tenha ocorrido a fendilhagdo, existe um grande numero de fendas

dispersas [11].

2.2 - Modelagdo do comportamento das armaduras

As armaduras ordindarias e de pré-esforgo estdo representadas
por elementos lineares de dois nés e de deformacdo constante,
apenas capazes de resistirem a esforcos axiais. Estes elementos
podem ligar qualquer par de nés da malha de elementos finitos
de oito ndés [1].

Para as armaduras foi considerado um compoxrtamento
unidimensional linear-perfeitamente plastico. Uma vez que o
pré-esforgo & introduzide na analise por intermédic das
respectivas cargas equivalentes, deve ser fornecida como tenso
de cedencia das armaduras de pré-esforgo a diferenga entre a
tensdo maxima no cabo e a tensfo correspondente a fase de
aplicagdo do pré-esforgo (tensdo inicial). Nesta tensdo devem
ser Ja incluidas todas as perdas uma vez gque o presente
trabalho apenas tem como objectivo o estudo do estado limite

Ultimo. BAs tensdes finais nas armaduras de pré-esforgo que se
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obtém da andlise s3o portanto variac¢des relativamente a tensdo

inicial nec cabo.

2.3 - Método de resolugdc de problemas ndo lineares

Na analise de uma estrutura pré-esforgada ha que considerar
duas fases:

Fase 1 - aplicar o valor caracteristico do pré-esforco e o
valor de calculo do peso préoprio.

Fase II - acrescentar o valor de <calculo da sobrecarga
multiplicado por um factor K que cresce até ao colapso da
estrutura. ® de esperar um factor K préximo da unidade.

Na fase I, €& em geral suficiente considerar a solicitacado
aplicada em dois incrementos, enquanto na fase II, para que nao
existam problemas de convergencia nem erros consideraveis, sao
necessarios cerca de 20 a 40 incrementos. Em cada incremento da
solicitacd8o, o sistema de equagdes ndo linear é resolvido pelo
métode de Newton-Raphson. A utiliza¢do deste método de
resolucioc de problemas n&o lineares permite conhecer para cada
incremento da solicitac8o os valores das tensSes no betdo,
tensSes nas armaduras, estado de fissuragdo e plastificacéo,
reacgfes nos apoios e deslocamentos dos nés. B carga de colapso
pode ser determinada com um certo rigor desde gque na sua

proximidade os incrementos da solicitacldo sejam pequenos {11.

2.4 - Utilizacdo do método dos elementos finitos no projecto
A utilizac&o do método dos elementos finitos no proiecto de
estruturas de bet8o armado e pré-esforcado é um pouco

dificultada pelo facto de toda a regulamentacdo ter sido feita



tendo em vista o estudo separado da distribui¢doc de esforgos
numa estrutura e do cdlculo organico das secegdes transversails.
Por este motivo torna-se necessario proceder a adaptacdo das
disposicgdes regulamentares as caracteristicas da andlise por
elementos finitos.

De wum modo geral, na bibliografia sobre a analise por
elementos finitos encontram-se trabalhos em que s3oc comparados
os 7resultados dos modelos matemdticos com as observagoes
realizadas em modelos fisicos. Neste caso sao utilizadas no
modelo matematico as propriedades reais dos materiais com que
foi construido o modelo fisico e as solicita¢bes que lhe foram
aplicadas [21].

Bo utilizar o método dos elementos finitos no projecto,
surge a necessidade de optar por classes de materiais e aplicar
as solicitacSes tipo que se encontram regulamentadas. A
utilizacdo dos valores caracteristicos das propriedades e das
solicitagSes no estudo do estado limite ultimo tornaria
necessario o recurso a um coeficiente de seguranca global, gque
nf%oc estd previsto na regulamentacdo e dificultaria a realizacgdo
de combinagdes de acgdes. Por estes motivos revela-se menos
problematica a utilizacdo dos wvalores de calculo das
propriedades dos materiais e das solicitacfes, aproximando-se
assim o calculo por elementos finitos das actuais disposicgdes
regulamentares. Esta opgao também introduz certas
inconsistencias tais como a impossibilidade da escolha de um
médulo de elasticidade para o betdo que dé origem a deformacgdes
plausiveis da estrutura e simultaneamente a uma resultante das
tensdes no bet3o dentro de uma sec¢do transversal de acordo com

o diagrama de calculo do Art.20 do REBAP. A distribuigdoc de



tens®es entre o betdo e o ago é afectada pelo facto de se
utilizarem coeficientes de seguran¢a parciais diferentes para
os dois materiais.

i} utilizacéo do método dos elementos finitos torna
necessario considerar a ac¢do do pré-esforco como uma
solicitagdo e ndo como uma resistencia adicional conferida a
estrutura. E também impossivel a separacdo entre efeito
isostatico e hiperstatice do pré-esforgo, bem como a
consideracdo de coeficientes de seguranga diferentes para cada
um deles.

Por todos estes motiveos torna-se urgente a adaptacdo da-
actual regulamentagio as particularidades da wutilizac¢do do
método dos elementos finitos no projecto de estruturas de betdo

armado e pré-esforgado.

3. - EXEMPLO 1: LAJE COM ESQUADRO DE REFORCO
3.1 - Comparac¢ao de resultados

A estrutura representada na Fig.4 foi analisada pelo modelo
numérico anteriormente descrito e pelo processo habitual, i.e.,
calculo elastico da estrutura e calculo a rotura da seccdo.

A malha de elementos finitos utilizada estd representada na
Fig.5.

A analise elastica desenvolvida baseou-se em dois métodos
diferentes, wum de utilizacio corrente (carga equivalente) e
outro menos usual mas de extraordinaria simplicidade
(coeficientes de influéncia [6]1,[7]).

Relativamente ao primeiro, a estrutura foi calculada com a

sclicitagdo indicada na Fig.6.
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Quadro I Propriedades dos materiais utilizadas na analise
por elementos finitos

Bet&o (B30)

Tensdo de cedencia (compressé&o) fe=0.85fcd=14.2 MPa
Tens&o de rotura (traccdo) fectm=2.5 MPa
Modulo de elasticidade Ec=10650 MPa
Coeficiente de Poisson v=0.20
Deformacdo maxima (esmagamento) ecu=0.005
Retencdo da rigidez distorcional Bi1=0.25
ecdm=0.004
Retencdo de tensdes de traccdo a=0.7
ectm=0.001

Armaduras ordinarias (AL400)

Module de elasticidade Es=200000 MPa

Tensao de cedencia fsyd=348 MPa

Armaduras de pré-esforcgo

Méduleo de elasticidade Es=200000 MPa
Tens&o inicial gpo=1067 MPa
Tensdoc de cedencia fsyd=1423 MPa

Notas: A distancia minima do cabo a face do betdo & de 0.12 m
para x=8.00m e x=20.0 m.

A curvatura do cabo muda para x=18.667 m.

10



No que diz respeito ao segundo, mostra-se na Fig.7 a linha
de influéncia de Map, que serda utilizada na calculo do momento

hiperestatico de pré-esforgo:

M'= F e 1 e dx

Comparando os resultados obtidos pelos dois métodos lineares
e pelo modelo de elementos finitos, e observando as Fig.8 e 9,
podem extrair-se as seguintes conclusdes:

- para valores de k menores que 0.8, ndo ha diferencas
sensiveis entre os modelos de andlise. O mesmo & dizer que
encontrando-se as tracegdes na sec¢do mais solicitada dentro de
valores razoaveis nfo se verificam grandes ryredistribuic¢des,

pelo que a analise linear fornece resultados praticamente

correctos;

- gquando k toma o wvalor de 1.02, e considerando a
distribuicio elastica de esforgos, a secgdo do apoio central
atinge a sua capacidade resistente, e ndoc admite, como tal,

acréscimos de carga. Contudo, pelo método dos elementos finitos
pode verificar-se que k chega a atingir o valor de 1.20, com um
momento no apoio sensivelmente andlogo ao obtido pelo outro
modelo, mas apresentando no vdo um momento superior em cerca de
30%, o que mostra ter havido uma redistribuig¢8o de esforcos com

consequente aumento da capacidade resistente.

3.2 - Questdes regulamentares

R andlise atras efectuada wutilizando um programa de
elementos finitos desperta a gquestdo de como levar
efectivamente em linha de conta o pré-esforgo. E que nao é

possivel em andlise por elementos finitos fazer disting3do entre
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a acgio isostatica e a acgdo hiperestatica de pré-esforgo, o
gque contraria alguma regulamenta¢do internacional em vigor.

Vejamos, antes de mais, o que referem alguns regulamentos,
bem como autores de reputado mérito.

0 R.E.B.A.P.[8] afirma no comentario do artigo 342 o
seguinte: '"Na maior parte dos casos (por exemplo, determinagdo
de tens®es e de efeitos hiperestéaticos em regime linear), os
pré-esforgos podem ser considerados como acedes permanentes
aplicadas as estruturas. No caso, porém, da determinacdoc dos
esforgos resistentes Ultimos das secedes, os pré-esforgos devem
ser tidos em conta atravées dos estados de c¢oacgao que -
provocam. "

No mesmo sentido vai também o articulado nas recomendacgdes
da F.I.P.[9].

0O manual de "Bending and Compression" do C.E.B. afirma
aproximadamente o mesmo, fazendo contudo uma separacao subtil e
interessante do tratamentoc a efectuar em funcioc da extensdo nos
cabos: deverdo os efeitos isostaticos ser considerados como
esfor¢gos resistentes quando a extensfo dos cabos for superior a
Epk, correspondente a tensdo fp0.lk. Quando a extensdo for
inferior a E£pk, entdoc deverdo esses efeitos isostaticos fazer
parte dos esforgos actuantes.

Estaremos talvez na altura de fazer um primeiro apanhado das
afirmagdes anteriores.

E undnime dever ser, em estados limites de wutiliza¢do, o
pré-esforgo cons iderado como um esforgo actuante, com
tratamento equivalente a  uma acgdo permanente (que o é de

facto), '"dispensando objectivamente o estado de coacg8o que
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provoca''[10]. Normalmente a verificagdo de seguranca a estes
estados limites resume-se ao calculo de tensdes e deformacgdes.

Relativamente & verificacdo de seguranca em relag8o aos
estados limites ultimos €& gque ha algumas diferencas de
tratamento, fung¢d8c por um lado da teoria de comportamento a
empregar nessa analise e que pode originar diferencas
substanciais, e por outro da filosofia dentro de um mesmo
método, conduzindo a resultados rigorosamente iguais.

Desta forma, pode afirmar-se que gquando se utilizam teorias
de comportamento linear, os efeitos hiperestaticos de pré-
esforgo se deverdo considerar como elementos dos esforgos
actuantes, com o tratamentc de cargas permanentes, devendo
considerar-se coeficientes de seguranc¢a iguais a 1.0 ou 1.2,
consocante forem favoraveis ou desfavoraveis.

Quando a analise da estrutura for efectuada por métodos de
comportamento ndo linear ou de acordo com a teoria da
plasticidade é que h&d uma mudanca radical de filosofia. Vejamos
o gque a este respeito é referido nas recomendag¢des da F.I.P.:
"Em principio, os efeitos hiperestdticos de pré-esforco ndo tém
influéncia na capacidade resistente da estrutura". Também nas
normas suigas [11] é referido que "os esforg¢os interiores de
coaccdo devidos ao pré-esforgo ndo tém em principio nenhuma
influéncia sobre a capacidade resistente", capacidade
resistente gque devera sexr calculada segundo o método estatico
da teoria da plasticidade.

No entanto, na maioria dos casos e supondo gque se devem
respeitar as deformacgdes limites do betdo e do aco definidas
nos regulamentos, ndo € possivel atingir o mecanismo de colapso

porque este implica rotagdes plasticas incompativeis com as



deformacdes limites referidas [(12].

Se o mecanismo de colapso ndo puder ser atingido, deixa de
ser valido o principio da teoria da plasticidade segundo o qual
os efeitos hiperestaticos de pré-esforgo n8o tém influencia na
capacidade resistente da estrutura. Havera pois que o0s
considerar porque modificam o estado de deformagdo inicial,
alterando assim o vwvalor da solicitagdo gque da origem a
deformagdes gque igualam os seus valores limites em pelo menos
um ponto da estrutura.

Relativamente ao efeito isostatico de pré-esforgo (sd
fazendo sentido falar nestes termos gquando seguimos uma teoria -
de comportamento linear), de um modo geral parece-nos
perfeitamente indiferente (em termos de 1xresultados finais)
considerar o pré-esforco como um esforgo actuante ou como um
esforco resistente.

Se ele for considerado como um esforgo actuante, a parcela
F.e sera algebricamente adicionada ao momento solicitante das
cargas exteriores. Ao esforgo axial solicitante sera também
algebricamente adicionado o valor F. A capacidade resistente
sera obtida levando em considerac8o, para além de eventuais
armaduras passivas, a armadura de pré-esforco, gque sera
entendida como uma armadura cujo diagrama tensdes-extensdes se
encontra deslocado relativamente ao original de um valor de
extensdo igual a fo.

A regulamentagdoc portuguesa concebe de modo diverso o efeito
isostatico de pré-esforgo, e, diga-se, de wum modo menos
artificial. No calcule da capacidade resistente de uma pecga, 0s

esforgos solicitantes serd8o os resultantes das acgdes
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exteriores (adicionando-lhe, em estruturas hiperestaticas,
1.0Mh ou 1.2Mh), e o momento resistente da pega serd obtido
considerando que o cabo de pré-esfor¢o introduz um esforco
axial de F no centro de gravidade das armaduras activas, e a
sua area tera um comportamento analogo ao descrito no paragrafo
anterior.

Nos casos correntes parece-nos ser o melhor modo de encarar
o problema, havendo apenas uma situac&o gue, na nossa opinido,
devera ser tratada de outra forma. E o caso de cabos na zona
comprimida por flexé&o.

Antes de prosseguirmos fag¢amos a transcrigdo de um paragrafo
da norma SIA 162: "Se o aco de pré-esforco se encontra na zona
de bet8oc comprimido por flexdo, calcular-se-& a capacidade
resistente considerando o pré-esforco como uma acclo exterior".
De facto parece-nos ser o modo correcto de encarar esta
situac8o, uma vez que em tais casos o pré-esforgo podera causar
a 7ruina da estrutura, pelo que devera, para aléem de ser
considerado como um esforgo actuante, ser afectado do
coeficiente 1.2. B, por exemplo, o caso da fase de aplicac¢do do
pré-esforgo em gque, ndoc Traro, as pe¢as se apresentam com
tensées de sinais opostos aos gue ocorrerdo em fases
posteriores.

No caso presente de analise de estruturas por meio de
elementos finitos, e uma vez que n3o & possivel estabelecer
diferencas entre efeito isostatico e efeito hiperestatico de
pré-esforgo, foi considerado ser o pré-esforgo um elemento dos
esforgos actuantes, cujo_ valor serda "igual ao seu valor
caracteristico inferior"[131].

Esta forma de analise apresenta apenas uma pequena diferenca
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em alguns casos, como por exemplo a verificagdo de segurang¢a

nas seccdes do vao de vigas continuas correntes, onde o0s
momentos actuantes s&8o positivos, bem como o momento
hiperestatico de pré-esfor¢o (nos casos usuais), pelo gue este

devera (?) ser afectado de 1.2, o gue n3oc pode ser efectuado no
programa pois tal afectaria igualmente a parcela isostatica.
A menos desta diferenga os resultados obtidos sdo,

naturalmente, rigorosamente iguais.

4, - EXEMPLO 2: CONSOLA COM UMA ABERTURA

Apresentam-se em seguida o©s resultados da analise por -
elementos finitos de wuma estrutura cujo calculo como peg¢a
linear ou como um sistema reticulado de pegas lineares &
discutivel. Neste exemplo fica evidenciada a versatilidade do
método utilizado, bem como a necessidade de considerar o pré
esforco como uma solicitacdo e a impossibilidade de distinguir
a accdo isostatica do pré esforgo da hiperstatica.

As propriedades dos materiais s8c as mesmas do exemplo

anterior e todos os restantes elementos encontram-se nas Fig.ll

a 19.
B, - CONCLUSODES

Na analise de estruturas simples, os métodos tradicionais
permitem obter resultados perfeitamente aceitaveis, de uma

forma geral pelo lado da seguranca, o que, por esse facto,
origina solucdes menos econdmicas.
0 recurso ao calculo automatico e a métodos de anadlise mais

sofisticados permite testar com rapidez varias alternativas,
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Figura 17 Tensd8es principais no betdoc (fase II)
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simulando com maior rigor o comportamento real das estruturas.
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