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RESUMO

Apresenta-se um algoritmo de programacdo ndo linear de
segunda ordem baseado no método de Newton, sendo todas as
derivadas obtidas analiticamente pelo programa de calculo
automatico de um modo eficiente e exacto. As restricées séao
incluidas na formulagdo recorrendo a variaveis de desvio e
ao Lagrangeano,

A aplicacdo do algoritmo & optimizacdo de estruturas é
exemplificada na optimizacdo das seccdes das barras de uma
estrutura reticulada continua e de uma estrutura articulada
tridimensional.

ABSTRACT

A second order nonlinear programming algorithm based in
the Newton methed is presented. All derivatives are calculated
analytically by the computer program in an efficient and exact
way. The constraints are included in the formulation by means
of slack variables and of the augmented Lagrangean.

The use of the algorithm in the context of structural
optimization is exemplified by the optimization of cross
sections in a cantilever beam and in a three-dimensional
truss.




1 - INTRODUGAO

Os métodos mais utilizados na resolucdo de problemas de
programagao matematica ndo linear tém sido os de primeira
ordem e os de ordem zero. Estas designagdes estdo relacionadas
com a ordem das derivadas da fungdo objectivo e das restricées
que sdo utilizadas pelo algoritmo. Se o calculo das derivadas
exigir um grande esforgo computacional, é preferivel utilizar
um metodo de ordem zero, que ndo requer qualquer derivada,
mas tem uma velocidade de convergéncia muito baixa. Na
resolugao de problemas de optimizagido de estruturas, a maioria
dos autores utiliza métodos de primeira ordem, pois o tempo
dispendido no cdlculo das primeiras derivadas é compensado
com um aumento da velocidade de convergéncia e com um aumento
da fiabilidade do algoritmo.

Nesta comunicacdo é apresentado um método eficiente para
o calculo das primeiras e segundas derivadas, que torna viavel
a utilizagdo de um método de segunda ordem na resolucdo de
problemas de programagdo nado linear. Este método apresenta
uma velocidade de convergéncia superior aos de primeira ordem
e de ordem zero, bem como uma maior eficiéncia na pesquisa
do minimo global.

2 - MODELAGAO MATEMATICA DO PROBLEMA
2.1 - FORMA GENERICA DE UM PROBLEMA DE PROGRAMACAO MATEMATICA

Na sua forma mais genérica, um problema de programacio
matematica pode ser apresentado do seguinte modo

Minimizar f(x) (% 1= Lawa )
sujeito a ()
g(x)<o (g,: i=1,....m)

hi(x)=0 (h,: i=1,....,0

t

O vector X tem n componentes que se designam por variaveis
de projecto e constituem as incégnitas fundamentais do
problema. A fungdo f é escalar e designa-se por funcao
objectivo. As m fungbes (g sdo as restricdes desigualdade e
as ( fungdes h sdo as restrig¢des igualdade. Designa-se por
regido admissivel o 1lugar geométrico dos pontos X que
satisfazem todas as restrigdes.




A-B23

O algoritmo de programagdo matematica procura na regido
admissivel a solugdo X que torna minimo o valor da funcdo
objectivo.

Dado que no presente trabalho se admite que as funcoes f,
g e h podem ser simultaneamente ndo lineares, torna-se
necessario recorrer a um algoritmo de programacdo ndo linear.
Nos problemas em que nao haja convexidade da fungdo objectivo
e/ou da regido admissivel, a solugdo final pode corresponder
a um minimo local. O uUnico modo de diminuir este .risco em
problemas genéricos é o de correr o programa varias vezes com
solugdes iniciais diferentes e considerar como solucao final
o menor minimo local.

0 algoritmo utilizado neste trabalho revelou-se pouco
sensivel aos minimos locais, tendo nos exemplos testados
convergido para o minimo global.

2.2 - VARIAVEIS DE DESVIO

Antes da construgdo do Lagrangeano aumentado, as
restrigdes desigualdade s&o transformadas em restricdes
igualdade introduzindo m variaveis de desvio

g (X)S0 > g(x)+s{=0 (2)

-

(i=1,....m)

Deste modo o problema de programagao nao linear passa a
ser o seguinte

Min f(x)
s.a ; (3)
g(x)+S5=0
h(x)=0

com

S=[s% s3 ... §2] (4)



2.3 - LAGRANGEANO

O Lagrangeano aumentado € uma fungao escalar que engloba
a fungao objectivo e as restrigbées, e que tem a seguinte
definicao

m

L8 AN = 7))+ ) A [gp(x)+sil+ ) An(x)  (5)
k=1

k=1

As novas variaveis A’ e A" designam-se por multiplicadores
de Lagrange.

E condigdo necessaria para que (X,s) seja uma solucgdo do
problema (3) que o gradiente do Lagrangeano com respeito as
variaveis x,s,A% e A" seja nulo.

7. =0
v.I =

N A N AN A (&3
V..l =0

Este sistema de equagdes ndo lineares pode ser escrito
do seguinte modo

of & 00y <+ ., ohy
+ ) ANlr—+ ) AL —=0 (i=1,...,n
20X, 2; koox, 2; L (i )
2k g, =0 (i=1,....,m) (7)
g, +8r=0 (i=1 ,m)

Neste sistema, o numero de equac¢des ndao lineares e o numero
de incognitas é de n+2-m+{, sendo utilizado na sua resolucao
o metodo de Newton.
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2.4 - METODO DE NEWTON
O sistema de equacdes ndo lineares
p(x)=0 (8)

pode ser resolvido iterativamente com base no desenvolvimento
em série de Taylor de cada equacio

0 Di
et ) 5 Ax;=0 (9)
7 e

Partindo de uma solugdo inicial x°, é possivel avaliar p,
e ap;/oéx,;, constituindo (9) um sistema de equacdes lineares
em que as incégnitas s&o os Ax;. Depois de obtidos os Ax; é
possivel melhorar a solugdo corrente do seguinte modo

x7=xT1+ g AxT (10)

sendo ¢ o numero da iteracdo e a um factor escalar.

Em (10), Ax? é um vector que indica a direccdo a seqguir
para se chegar a solucdo e o é um factor que modifica a
grandeza desse vector. O factor a deve ser calculado de modo
a minimizar o erro na direcgdo AX?. A determinicdo de «
constitui um problema de minimizac¢do com uma variavel, sendo
utilizado na sua resolucdo o método das bisseccdes sucessivas.

Aplicando o método de Newton na resolucdo do sistema de
equagdes nao lineares (6), obtem-se o seguinte sistema de
equagodes lineares

H(L)?T ' - Ax9=-v17! (11)

em que H(/) € a matriz das segundas derivadas do Lagrangeano
(Hessiana do Lagrangeano). O vector AX? representa a variacao
da solugao na iteracédo g e engloba os quatro tipos de variaveis
(x,8, A A"). Quer a matriz Hessiana, gquer o gradiente do
Lagrangeano, englobam também derivadas em relacdo aos quatro
tipos de variaveis.

Considerando separadamente as derivadas em relacdo aos
quatro tipos de variaveis, obtém-se para V. as expressdes

(7).




Procedendo do mesmo modo relativamente & matriz Hessiana,
obtém-se 16 submatrizes

Hll O H13 H1~}
H,, Hoy 0 (12)
0 0
| Sim. 0
sendo
52 m @2( { aZh
Hu(nxn) o Hy=z2d oy ag. 200  ygn 2
exdx; & B X =y 28X 90X ;
dcr .
H s(nXxm) = HU:i
o 13
oh; G LK)
Hlfk(nxl) 2 f_[l'lz_
ax;
Hoyp(mXm) - H, =2-N] se (=]
Hopg(mXm) - H,;=2's, se (=]

Todos os restantes elementos sao nulos.

O método de Newton tem o inconveniente de necessitar da
resolugao de um sistema de n+2-m+ [ equacdes lineares em cada
iteragdo. No entanto, a grande esparsidade da matriz Hessiana
do Lagrangeano permite explorar técnicas eficientes para a
sua resolucgao.

2.5 - CALCULO DE DERIVADAS E AVALIACAO DE EXPRESSOES

No presente trabalho, a fungao objectivo e as restricdes
sao polindmios com a seguinte expressido genérica

NT n _
[cil [xf“'”} (14)
i

sendo
NT = nuamero de termos do polindmio
&y = coeficiente de cada termo do polinémio (15)
E(i,j) = matriz com os expoentes das variaveis em

cada termo do polinémio
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Exemplo: f=Sxix, *3x,—2xix,x2-4 (16)

Os dados do programa de calculo automatico que resolve o
problema (1) sdao os coeficientes ¢, e os expoentes E(i.j) da
funcao objectivo e das restrigées desigualdade e igualdade.
O algoritmo estd preparado para apenas ler e manipular os
elementos £ (i, ) que forem ndo nulos.

O calculo da derivada de (14) em ordem a x; & realizado

analiticamente pelo programa de calculo automatico, resultando
a seguinte expressao

N

~

i=

[cc-E(i.k}H.\‘f'“")] (17)
=1 .
com

v oy JEW, D=1 se j=k e E(i,j)#0
E U’”‘{E(f,j) se jEK (18)

Esta expressdo é do mesmo tipo que (14), sendo igualmente
simples e eficiente o cadlculo das seqgundas derivadas.

Depois de calculadas as derivadas, é necessario avaliar
as expressoes resultantes para a solugdao X corrente. Esta
operagao € também facilmente realizada pelo programa de calculo
automatico a partir dos coeficientes ¢, e dos expoentes F (i, j).

As vantagens deste método residem na eficiéncia do calculo
das derivadas e na possibilidade de alterar os dados num
ficheiro exterior ao programa de computador. A maioria dos
programas genéricos de programagao ndo linear requer a escrita
de uma subrotina com as expressées da funcdo objectivo e das
restrigdes que tem de ser recompilada e ligada as restantes
subrotinas sempre que ocorre uma alteracdo nos dados do
problema.

A principal limitagdo do método apresentado neste trabalho
reside na necessidade das expressées serem polinémios do tipo
(14) . A generalizacgdo a expressdes mais complexas é possivel,
nao se tendo ainda revelado necessaria uma vez que a optimizacao
de secgOes de barras de estruturas reticuladas apenas da
origem a polindémios do tipo (14).
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3 - OPTIMIZAGAO DE ESTRUTURAS RETICULADAS
3.1 - FORMULAGAO GERAL

0 programa de optimizagdo descrito nos capitulos
anteriores é independente do tipo de problema, necessitando
apenas de dquatro ficheiros de dados contendo a funcgao
objectivo, as restrigbes desigualdade, as restricdes igualdade
e a solugdo inicial. Estes ficheiros podem ser criados com
um editor ou gerados por outro programa. A primeira hipdtese
SO é pratica em problemas com um pequeno numero de variaveis
e restrigdes. Os programas que geram os ficheiros de dados
para o programa de optimizag¢do necessitam também de ficheirocs
de dados, tendo estes, no caso da optimizagdo de estruturas
reticuladas, a organizagdao que € habitual nos programas de
analise estrutural.

Na Fig.l é evidenciada a independéncia do médulo de
optimizagdo relativamente aos médulos que dependem do tipo
de problema.

Presentemente apenas se encontram concluidos os mddulos
de optimizagédo e de geracdo de ficheiros de dados relativos
a treligcas tridimensionais.

Na optimizagdo das secgdes de barras de estruturas
reticuladas, a fungdo objectivo é em geral o volume da estrutura

=

/R

=2 L Q (19)
i=1
sendo
NB = numero de barras
L = comprimento da barra ' (20)
§£3, = area da seccdo transversal da barra
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Geradores de ficheiros de dados para o programa de optimizacéao

Treligas 3D Poérticos 3D Elementos Muros de
finitos suporte
Min f
s.a
gso
h=0
Trelicas 3D Porticos 3D Elementos Muros de
finitos suporte

Pés-processadores dos resultados da optimizacio

Fig.l - Independéncia do médulo de optimizacdo relativamente
aos modulos especificos de cada tipo de problema

Se o custo do material variar de barra para barra, a funcao
objectivo passa a ser o custo da estrutura

sendo

o
Il

Yi

Y e Q)

t

custo por unidade de peso do material i

peso especifico do material i

(21)

(22)
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As variaveis do problema de optimizacdo sdoc as areas das
secgOes transversais ) e os deslocamentos A em cada caso de
carga.

As restrigdes desigualdade que se devem considerar na
optimizagdo de estruturas reticuladas em regime linear
elastico sdo, esquematicamente, as seguintes

g (. A)=+g 4
O (Ll } 2 =6
058, .. (23)
Q20 -
AT —
e By

A expressao 0({,A) €& um polindmio do tipo (14). As

restrigdées relativas a tensdes e deslocamentos devem ser
repetidas para cada caso de carga.

No caso das treligas tridimensionais, é ainda possivel
incluir restrigdes relativas & encurvadura de cada barra desde
que se admita que //Q=P(()), sendo / a inércia minima e P(Q)
um polindmio do tipo (14), dependente apenas de (.

nl-E i F
0, = == PO 24
- T 0 g () (24)
6(0.A)2 -0, (Q) (25)

As restrigbes igualdade que se tém ainda de considerar
sdo as equagdes de equilibrio dos nés da estrutura reticulada.

K(Q)-A=F(Q) (26)

O vector solicitagdo depende de () apenas nos casos de
carga em que se incluem forgas de volume.

Este conjunto de restrigdes igualdade tem de ser repetido
para cada caso de carga.
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No caso das estruturas reticuladas continuas, as
restrigdes podem ser formuladas de diferentes modos em funcédo
do tipo de secg¢do e daquilo que se admite como variavel na
secgdo. Assim, se as secgdes forem rectangulares, podem-se
formular as restrigdes em fungdo de b e h (largura e altura),
eventualmente impondo um limite na relagdo h/b. No caso de b
ser constante, as varidveis de projecto passam a ser apenas
as alturas. Se se admitir que as barras vao ser realizadas
com um determinado tipo de perfil metalico, entdo convém
considerar () como variavel de projecto e definir uma relacgdo
[=P(Q), em que P é um polindémio do tipo (14). Nas restricodes
de tensdo é também necessdrio considerar as coordenadas dos
pontos de controlo da tensdoc na secgdo transversal (v, e v.)
como polindémios dependentes apenas de (.

3.2 - EXEMPLOS
3.2.1 - CONSOLA COM CINCO ZONAS DE SECQKO CONSTANTE

O primeiro exemplo numérico gque se apresenta €& o da
minimizagdo do volume de uma viga em consola com uma forca
na extremidade livre e com cinco zonas de secgdo constante e
rectangular [1] (Fig.2). As variaveis de projecto sao as cinco
larguras e cinco alturas das secc¢des transversais, as quais
se acrescentam os cinco deslocamentos e as cinco rotagdes dos
nés. .

As restrigdes que se introduzem sdo as de tensdo maxima
na sec¢do mais desfavoravel de cada zona de seccao constante,
de deslocamento vertical mdximo na extremidade da consola,
de limite inferior das dimensdes das secgées e da relacao
b/h, para além das indispensdaveis equag¢des de equilibrio dos
nos.

Os valores numéricos relativos a este exemplo encontram-se
na Fig.2 e no Quadro 1.



[
| ™
Trul /,(1 c 3 :1
[l 7 - ‘
vy 2 A
o LOm  1.0m  10m  LOm  10m N
e e S S
n=20 P=0.05MN b min=0.01m
m=21 E=200000MPa Ropin=0.05m
=10 O ,um=140MPa (h/b) ..=20
Ay =0.027m
Fig.2 - Consola com cinco zonas de secgdo constante

Se a restricdo de deslocamento fosse omitida, a solucao
optima corresponderia a ter a tensdo maxima instalada em todas
as zonas. Obviamente, a limitacdo do valor do deslocamento
implica o aumento da rigidez nalgumas zonas.

Todos os algoritmos ensaiados em [1] convergiram para um
minimo local que corresponde ao aumento da rigidez na
extremidade livre, guando se prova facilmente que é mais
vantajoso aumentar a rigidez na extremidade encastrada. O
algoritmo de segunda ordem apresentado nesta comunicacéo
convergiu para o minimo global partindo da mesma solucdo
inicial. Este facto podera indicar serem os métodos de segunda
ordem menos sensiveis a minimos locais do que os métodos de
primeira ordem e de ordem zero apresentados em [1].

A razédo da maior fiabilidade do algoritmo de segunda ordem
reside possivelmente no facto de este construir uma aproximagéo
quadratica da fungdo objectivo e das restricées, enquanto que
os métodos da Ref. [1] consideram, na melhor das hipdteses,
uma aproximagdo quadratica da fungdo objectivo e uma
aproximagao linear das restrigédes.
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Quadro 1 - Solugdo inicial e resultados relativos a consola
com cinco zonas de secgao constante

b=0.05m (=1, i)
h=0.40m (=1 youee'D)
Deslocamentos correspondentes

Solugdo inicial as seccgdes iniciais
si=-Jfgf(x°)\ (i=1,....,m)
AF=1 G m)
A=l i o )
b,=0.03058 m h=0.61155 m
b,=0.02813 m h=0.56265 m
b3=0.02524 m h+=0.50472 m
Solucao final b,4=0.02205 m h=0.44091 m
pelo método de bs=0.01750 m f15=0.34995 m

segunda ordem
Volume da estrutura=0.063109 m
Erro maximo na verificacgao

das equagdes (7)=1077

b,=0.0299 m t)=0.5984 m
b,=0.0278 m h=0.5555 m
Melhor solugao b;=0.0252 m h+0.5047 m
final da Ref.[1] b,=0.0220 m h=0.4409 m
bs=0.0219 m hs=0.4372 m

Volume da estrutura=0.065362 m°

322

= ESTRUTURA ARTICULADA TRIDIMENSIONAL

Neste exemplo pretende-se minimizar o volume de ago da

estrutura articulada tridimensional de uma peguena cobertura
de dimensodes em planta de 8.0Xx4.0m? e solicitada por uma carga
uniformemente distribuida de 2AN/m® (Fig.3 e Fig.4).
Atendendo a dupla simetria, apenas é considerado um quarto
da estrutura, sendo o numero de barras reduzido para 70
(Fig.5).
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! Nés com o deslocamento vertical impedido

ONC‘JS com uma carga vertical P=2 KN

n=124 E =20000KN /cm?
m=218 Oogm=14KN /cm?
=54 A am=0.7cm (apenas nos nos livres

da face inferior)

Q. . =0.1em?

min

Fig.3 - Perspectiva da cobertura metalica tridimensional
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4xP 4P 4xP 4P

/!\\ l 1 L J/
v v
\ . \_\ 0.5m

A3,
0.5m 05m 05m 0S5 05m 05m 05m 0.5n
I . - £l ;,
fe—sk—she—sfe sk sle—ske—3}-
Fig.4 - Vista em alcado da cobertura metdlica tridimensional

Fig.5 - Numeracdo das barras
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As variaveis de projecto saoc as 4&reas das seccdes
transversais das barras e os deslocamentos dos néds segundo
os dgraus de liberdade nao restringidos, num total de
n=70+54=124. Sao consideradas 140 restrig¢des de tensido minima
e maxima, 8 restrigdes de deslocamento maximo nos nés livres
da face inferior e 70 restrig¢des de drea minima. As restricées
igualdade s&o as equag¢des de equilibrio dos nés segundo os
graus de liberdade ndo restringidos. As reaccdes nos apoios
s6 sao calculadas apds a resolugao do problema de optimizacao,
uma vez dque nao afectam o seu resultado.

No Quadro 2 encontram-se os resultados da optimizacao da
estrutura metdlica tridimensional.

Quadro 2 - Resultados relativos & estrutura articulada

tridimensional

Volume da estrutura = 1257.2 cm®

. . - - . = . s 2
Areas das barras cuja area é superior & minima (cm”)

1 0.3586 | 24 0.5216 | 49 02223
2 0.1422 | 25 1.0642 50 03169
3 0.8243 | 26 0.6445 | 51 0.1481
4 0.3408 | 27 0.5461 | 52 0.2013
5 0.8472 28 0.3266 | 53 052572
6 0.3437 | 37 0.1285 | 54 0.3096
7 0.1578 | 40 0.1831 56 02199
8 0.1035 | 41 0.31831 | 57 0.1655
17 0.0810 | 42 0.2463 58 02807
18 0.1207 | 44 051728 67 0.1409
20 0.0813 | 45 0.1888 69 0.1061
2X 0.1156 | 46 0.2731
23 0.8407 | 48 0.2380

Na Fig.6 estdo assinaladas as barras cuja area na solucio
final é superior a minima.

O algoritmo de optimizagdo converge logicamente para uma
solugao em que as barras mais rigidas sdo as gue se encontram
orientadas segundo o menor vdo. A consideracao de limites nos
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EEE Barras com uma Aarea superior a minima

(:) Nés com um deslocamento igual ao maximo permitido

Fig.6 - Representagdo grafica de alguns resultados do
problema de optimizacéo

deslocamentos dos nés implica um aumento das areas das barras
na zona a meio vdo, as quals exibem entdo uma tensao instalada
inferior & maxima.

4 - CONCLUSOES

A utilizagdo de um método de segunda ordem na optimizacio
de estruturas conduz a um aumento da fiabilidade do algoritmo,
pois € obtida uma melhor aproximag¢ido das fungdes ndo lineares.
Esta melhor aproximagdoc possibilita também uma mais eficiente
pesquisa do minimo global.

Dado que o método de Newton possuil convergéncia quadratica,
uma vez na proximidade da solugaoc déptima, a solucao final é
conseguida com grande precisdo com um reduzido numero de
iteracées.
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O método apresentado neste trabalho ndo requer a utilizacgao
de variaveis reciprocas nem o ajustamento de parametros a
cada tipo de problema.
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