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SUMARIO

Nesta comunicagio pretende-se evidenciar as vantagens da utilizagao dos métodos iterativos na resolu¢do de grandes sistemas de equagdes
lineares que resultam da aplicagdo do Método dos Elementos Finitos.

O método directo utilizado na andlise comparativa foi o da eliminagdo de Gauss com armazenamento da semibanda da matriz. Foram
testados diversos métodos iterativos tendo-se seleccionado o dos gradientes conjugados por se ter revelado o mais eficiente. Na programacéo deste
método foram implementadas e comparadas duas técnicas de armazenamento, que requerem quantidades de meméria semelhantes. Na primeira,
recorrendo-se a técnica EBE (Element By Element), o método dos gradientes conjugados € utilizado sem ser necesséria a assemblagem da matriz
de rigidez global. A segunda técnica de armazenamento (NZT-Non Zero Terms) consiste na assemblagem da matriz de rigidez global por submatrizes
e seleccao dos respectivos termos ndo nulos.

A vantagem dos métodos iterativos aumenta com o nimero de equagdes, sendo a técnica NZT mais eficiente em tempo de CPU e meméria
necessaria.

ABSTRACT

The advantage of iterative methods for the solution of systems of linear equations arising from the application of the finite element method
is presented.

Gauss elimination with storage of the matrix half-band is the direct method used in the comparative study. The advantages of the conjugate
gradient method became evident in a preliminary comparison of several iterative methods. Two storage techniques, requiring similar amounts of
memory were implemented with the conjugate gradient method. In the Element By Element storage technique (EBE) the global stiffness matrix is
not calculated. In the other storage technique, the global stiffness matrix is calculated submatrix by submatrix. For each submatrix only the Non Zero
Terms (NZT) are stored.

The advantages of the iterative methods increase with the number of equations. With the NZT storage technique, the conjugate gradient
method solves the problem faster and requires less memory.
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1- INTRODUCAO

A aplicagdao do método dos elementos finitos (MEF) a problemas
lineares e ndo lineares, no dominio da Engenharia, conduz geralmente a
necessidade de resolver sistemas de equagdes lineares. A constante
evolugdo da capacidade de meméria e da velocidade de processamento dos
computadores permite a resolugdo de problemas com um crescente numero
de variaveis. Porém, das diferentes fases associadas a resolugido de
problemas pelo MEF, a obtengdo da solucdo do sistema de equagdes passou
a ser preponderante em termos de tempo de execucdo e memdéria necessaria.
Torna-se entdo evidente que para dotar de maior eficiéncia a aplicacéo
do MEF, € fundamental melhorar a fase de resoluc¢do do sistema de equagodes.
Nesse sentido foram testados e comparados diversos métodos, directos e
iterativos, sendo neste trabalho apresentados os resultados mais
significativos.

Os métodos iterativos e as técnicas de armazenamento associadas
revelam-se mais vantajosos que os métodos directos sempre gue o numero
de equagdes ultrapassa a ordem das centenas. Esta vantagem traduz-se
numa grande economia de tempo de execugdo e memdria, acentuando-se

significativamente & medida que o numero de equagdes aumenta.

2 - METODOS DE RESOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

2.1 - Métodos directos

Numa fase preliminar, foram implementados e comparados os métodos
de eliminagdo de Gauss e de decomposigao LDL". Ambos os métodos
apresentaram tempos de execugdo e necessidade de meméria semelhantes.
No tipo de problemas utilizados para comparar os algoritmos, as matrizes
apresentavam semibanda de largura constante e perfil inadequado a
utilizagdo da técnica de armazenamento em "skyline" (Fig. 1). Por estes
motivos, na comparagdo com os métodos iterativos apenas se utilizou o
método de eliminagdo de Gauss com armazenamento em semibanda de largura

constante.
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Fig. 1 - Perfil da matriz de rigidez global.

2.2 - Métodos iterativos

A bibliografia relativa a métodos iterativos é extensa e muito
diversificada, tendo sido necessaria wuma avaliacdo prévia das
caracteristicas de alguns desses métodos. Com esse objectivo foram
implementados os métodos de Gauss-Seidel [1] e varias versées do método
dos gradientes conjugados [2-8]. A comparacdo entre estes métodos
permitiu concluir que o método dos gradientes conjugados na versao da
Ref. [2] com pré-condicionamento [8] se revelou o mais eficiente. Na
Ref. [4] ométodo de Lanczos foi comparado com o dos gradientes conjugados,
tendo o primeiro apresentado uma maior fiabilidade na resolugdo de
sistemas mal condicionados. Porém o método de Lanczos necessita de
grande quantidade de memdéria, o que dificulta a resolucdo de problemas
com grandes dimensdes. Os tempos de resolugdo sdo da mesma ordem de

grandeza com uma ligeira desvantagem para o método de Lanczos.

2.2.1 - Método dos gradientes conjugados

0 método iterativo utilizado no presente trabalho foi o dos
gradientes conjugados [2], cujo algoritmo se baseia na determinacdo em
cada iteragdo da direcg¢do conjugada e do respectivo passo. Nos Quadros
I e IT apresenta-se a nomenclatura utilizada e o algoritmo associado

ao método iterativo adoptado.




Quadro I - Nomenclatura.

4 matriz dos coeficientes

b vector dos termos independentes

X solugao

AEEh sistema de equagdes lineares

n nimero de equagdes

k nimero da iteragao
ry=Ax,~b erro associado  solugdo corrente

= direc¢do conjugada na iteragao k

Fx Ppasso na iteragdo k

C=[diag(A)]” 2 matriz de pré-condicionamento

A dedugdo tedrica [2] do algoritmo apresentado no Quadro II baseou-se
no facto de existirem n direcgées conjugadas, o que implicaria a
necessidade de efectuar um numero de iteragdes pelo menos igual ao
numero de equagdes. Contudo, a resolugdo dos problemas apresentados
neste trabalho tornou evidente que um numero de iteracdes da ordem de
1 a 5% do numero de equagdes é suficiente para obter uma solucdoc com
trés a quatro algarismos significativos. Verificou-se ainda que o numero

de iteragdes € independente da numeracdo dos nés da malha.
Em cada iteragdo é predominante o tempo de execucdo do produto Ad,.

As restantes operagdes sdo efectuadas com vectores, sendo o respectivo
tempo de execugdo de ordem inferior. O facto de o tempo de execucdo ser
consumido essencialmente no produto de uma matriz por um vector torna
possivel recorrer a técnicas de armazenamento que conduzem a uma grande
economia de memdéria e numero de operacdes. O principal inconveniente
da utilizacdo do método dos gradientes conjugados consiste no risco de

nao ser possivel obter convergéncia em sistemas muito mal condicionados.

Para que o método dos gradientes conjugados seja aplicavel com
eficiéncia é desejavel que a matriz seja positiva definida. Em problemas

de analise de estruturas tal requisito é quase sempre respeitado.

A solugao inicial nula foi a que conduziu a obtengdo da solugio

final num menor numero de iteracédes.
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Quadro II - Algoritmo de resolugdo de sistemas de equac¢des lineares
pelo método dos gradientes conjugados sem
pré-condicionamento [2].
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2.2.2 - Pré-condicionamento

Com o objectivo de diminuir o numero de iteragdes e tornar possivel
a obtengdo da solugdo em sistemas mal condicionados, foram utilizadas

por alguns autores diversas técnicas de pré-condicionamento.

As técnicas de pré-condicionamento mais complexas sé séo
justificdveis em sistemas mal condicionados, dado que o tempo que
consomem na sua aplicagdo ndo compensa o tempo ganho com a diminuigdo
do numero de iteragdes. Apresenta-se em seguida a técnica de

pré-condicionamento [8] utilizada no presente trabalho.

Sendo D a matriz diagonal de A, foi considerada como matriz de

pré-condicionamento uma matriz C tal que,
C'DC=1 (1)

em que / € a matriz identidade. Para que (1) se verifique, a matriz c

tem de ser igual a D™'/? . Ao aplicar esta técnica de pré-condicionamento

a matriz A vem,
(D7) A(D™*) =4 (2)

sendo A a matriz pré-condicionada. O sistema de equagdes a resolver

traduz-se agora por,
(ETACHE " 2)=(CTD) (3)
ou
Ax=b (4)
sendo C=D"'"%,
Apos a obtencgdo de E a solucdo final serd obtida pela expressdo
x=Cx {5

Apresenta-se no Quadro III o algoritmo do método dos gradientes
conjugados (Quadro II) ao qual se aplicou a técnica de pré-condicionamento
atras referida (expressdes (1) a (5)).




Quadro III - Algoritmo de resolucgido de sistemas de equagdes lineares

pelo

método dos gradientes

pré-condicionamento [8].
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3. TECNICAS DE ARMAZENAMENTO

3.1 - Elemento por elemento (EBE-Element By Element)

Conforme foi referido na Secgdo 2.2.1, a operagdo que requer maior
tempo de execugao € o produto de uma matriz por um vector. Esta é a
matriz de rigidez da estrutura (K) que é obtida por assemblagem das
matrizes de rigidez dos elementos (K ).

Uma grande economia de memdria é conseguida substituindo o produto
Kd por nfjggg, evitando-se deste modo a assemblagem da matriz de rigidez
global (K). O produto (K,d) tem de ser efectuado atendendo &
correspondéncia entre os graus de liberdade do elemento e da estrutura.
Esta técnica de armazenamento tem como inconvenientes a necessidade de
efectuar uma assemblagem em cada iteragdo e de ndo atender a esparsidade

das matrizes de rigidez dos elementos.

3.2 - Armazenamento dos termos niio nulos (NZT-Non Zero Terms)

O principal objectivo que levou ao desenvolvimento desta técnica
de armazenamento foi o de eliminar a assemblagem em cada iteracéo,
operando na fase iterativa apenas com os termos ndo nulos da matriz de
rigidez global.

Para evitar a assemblagem em semibanda da totalidade da matriz de
rigidez global, foi implementado o seguinte algoritmo:

a) Construgao de uma tabela que indica para cada né da malha o
numero de elementos a ele conectados, a lista desses elementos

e a identificagdo do né do elemento.
b) Para cada no da malha:

bl) Assemblagem da respectiva submatriz da matriz de rigidez
global. Nessa submatriz o numero de linhas é igual ao
numero de graus de liberdade do né e o numero de colunas

é igual a semibanda.

b2) Armazenamento dos termos ndo nulos desta submatriz em trés
vectores cujos conteudos sdo os seguintes: numero de termos
ndo nulos de cada linha da matriz de rigidez global,
valores dos termos ndo nulos da matriz de rigidez global,

coluna correspondente a cada um destes termos.




Na fase iterativa correspondente ao método dos gradientes conjugados
(Quadro IIT), o produto Aw, € efectuado com a informagdo armazenada nos
trés vectores referidos em b2).

4 - APLICACAO AO CALCULO ESTRUTURAL PELO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Os métodos de resolucgdo de sistemas de equagdes lineares expostos
nas secgdes anteriores sdo aplicaveis a diferentes tipos de problemas.
No presente trabalho, a comparagdo entre os diversos métodos foi efectuado
no dominio da andlise de estruturas. Com esse fim, o método dos elementos
finitos, na formulagdo deslocamentos, foi aplicado a duas estruturas
continuas, sendo uma bidimensional e a outra tridimensional. Para avaliar
o comportamento de cada método com o aumento do numero de equacébes,

foram efectuados sucessivos refinamentos das respectivas malhas.

4.1 - Problemas bidimensionais

Na Fig. 2 estad representada uma estrutura plana e a respectiva
solicitagdo. Admite-se que esta estrutura tem espessura unitaria e esta
sujeita a um estado plano de tensdo. A estrutura foi discretizada com

elementos Lagrangeanos de quatro nds.

a 1.0m
B2 1.0MN
Médulo de elasticidade 2.0E5MPa
Coeficiente de Poisson 0.8
Espessura 1.0m

|
Tipo de elemento !

(Lagrangeano)

Ponto médio do bordo superior

B Ponto central

Fig. 2 - Dados correspondentes ao problema bidimensional.

No Quadro IV encontram-se os pardmetros relativos ao problema
bidimensional. No Quadro V apresentam-se os resultados da aplicagédo dos
diversos métodos a problemas bidimensionais.
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Quadro IV - Parametros relativos ao problema bidimensional.

Nede Ne total N total N® de varidveis No de Meméria necessdria na fase de
elementos em de de nao Semibanda termos resolugdo
cada direcgdo elementos varidveis prescritas nio nulos (103 Bytes)
(NELSI) (NELEM) (NTOTV) (NTOTC) (NHBAN) (NNZTE) | GAUSS | EBE NZT
2 4 18 12 10 52 1 1 1
4 16 50 40 14 220 4 5 3
8 64 162 144 22 892 25 18 11
16 256 578 544 38 3580 165 74 45
32 1024 2178 2112 70 14332 1183 295 180
64 4096 8450 8320 134 57340 8919 1180 721
128 16384 33282 33024 262 229372 69218 4719 2885
256 65536 132098 131584 518 917504 (1) | 545284 | 18874 | 11536
512 262144 526338 525312 1030 3670016 (1) | 4328571 | 75497 | 46141

(1) Valores extrapolados com as expressdes do Quadro VI

Quadro V - Resultados da aplicagdo dos métodos a problemas

bidimensionais.

N2 de elementos Tempo de CPU (segundos) Deslocamento Deslocamento Maximo N# de
em cada GAUSS EBE NZT nond A nondb B residuo iteraghes
direcgio Assemblagem | Resolugio Total | Total | Assemblagem | Resolugio Total
(NELSI) x 103 x10°6 x104 (NITER)

2 0.042 0.046 0.088 0.153 0.090 0.122 0212 0.827 2.80 0.00 6
4 0,135 0.170 0305 0.822 0.187 0474 0.661 1.025 291 0.24 15
8 0537 1492 2029 6.051 0.636 2958 3554 1.241 295 0.61 2
16 2341 19.12 2146 47.88 2674 2058 226 1461 297 0.60
32 1066 261.1 2718 364.7 13.97 134.0 1480 1.680 298 0.63 105
64 52.29 w1 3843 277 86.20 1050 1136 1.900 298 055 205
¢)] ) m (&)
128 2866 5758E1 5787TE1 | 2189E1 467.0 6751 7218 2120 29 0.61 352
(6)) m 6] 1 (1) (O] )] = = == O]
256 1766 8968E2 8986E2 | 17T31E2 429 6484E1 6R14E1 ™2
(0] &) (O] 0] (1) (1) 1) = = s 0]
512 1202E1 1416E4 1417E4 | 1377E3 3277E1 S15TE2 S485E2 1576

(1) Valores extrapolados com as expressées do Quadro VI

Os meétodos apresentados neste trabalho constituem o médulo de
resolucao de sistemas de equagdes lineares de um programa genérico de
elementos finitos. Com o objectivo de selecionar automaticamente o
meétodo que conduz ao menor tempo de resoclucdo e de estimar o valor desse
tempo, foram ajustadas expressées aos resultados obtidos. Estas

expressbes encontram-se no Quadro VI.




Quadro VI - Expressbes ajustadas aos resultados obtidos
(problema bidimensional).

Caracteristicas do DATA GENERAL, MV 2000 DC, 10 MBytes de RAM,
sistema utilizado SISTEMA OPERATIVO AOS/VS 7.54
COMPILADOR FORTRAN 3.11 (F77/OPTIMIZE = FULL)
Eliminaggo Tempo de 1.847E-05 * NTOTV * NHBAN + 7.66E-03 * NELEM
de assemblagem
Gauss Tempo de 2.54E-05 * NTOTC * NHBAN2
(segundos) resolugdo
EBE Tempo 3.545E-03 * NELEM * NITER
(segundos) total
Tempo de 5.803E-05 * NTOTV * NHBAN + 5.002E-03 * NELEM
NZT assemblagem
(segundos) Tempo de 0.893E-04 * NNZTE * NITER
resolugdo
Expressoes NNZTE = 14.0 * (NELSI)2
auxiliares NITER = 3.06 * NELSI + 9.18

NOTAS: 1-Em todos os programas foram utilizados inteiros de 32 bits e reais de 64 bits.
2 - O sistema utilizado tem uma performance semelhante 4 de um microcomputador com o processador 80386/387 a 20 MHz.

A vantagem em termos de tempo de resolugdo do método dos gradientes
conjugados com pré-condicionamento, especialmente com a técnica de

armazenamento NZT é evidenciada no grafico apresentado na Fig. 3.

T.CPU (sec.) . i i
i Problema bidimensional
T T T T T T T T
: *
3500, | Elim.Gauss / =
3000. » =
o
-
2500, |_ / e x
/ /e
o
#
2000, L =
1568 | =4
1000. | )l
— 7 Nar
—~
*
500. | = <
/0/
T g
0. ,....;..ﬂ:-—_{‘t:“‘{/-‘Ta L 1 1 i 1 L
655 1000. 2000. 3000. 4000, 5000. 6000. 7000. 8000. 3000.

K.eq.

Fig. 3 - Tempo de CPU em funcgdo do numero de equacdes.
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Ne Quadro VII apresentam-se as expressdes que permitem obter a
meméria necessaria durante a fase de resolugdo em funcdo de variaveis

préviamente conhecidas.

Quadro VII - Memdria necessaria na fase de resolucgéao.

Eliminagio de Gauss (103 bytes) NTOTC * NHBAN = 8/1000
EBE (103 bytes) NEVAB * (NEVAB+1)/2 * NELEM * 8/1000
NZT (103 bytes) (NNZTE * 12 + NTOTC * 4)/1000
Variavel auxiliar NEVAB = 8 (mimero de varidveis por elemento)

A relagdo entre a meméria necessaria durante a fase de resolucédo
e o numero de equagdes é apresentada na Fig. 4. Verifica-se que a técnica

de armazenamento NZT requer sempre menor quantidade de memdria.

ey Problems Bidimensional

B8000. L
7000. | Elim.Gauss -
6000. |
5000. ; =
4000.

3000. |

. = = L 1 1 I 1 i
(o) 1000. 2000. 3000. 4000. 5000. 6000. 7000. 8000, 9000.

Noeq.

Fig. 4 - Memdéria necessaria em funcdo do numero de equagodes.

Na Fig. 5 apresenta-se a evelugcao do erro durante o processo
iterativo. Verifica-se que o ritmo de diminuicédo do erro é aproximadamente
constante. Assim se conclui que com poucas mais iteracées se consegue
obter uma solugdo com muito maior precisio.




\Erro
MO e e EIOND e OB BRmRE
.0008 1.00009 .0000089 .0000009
.0008| .00008 .000008 .0000008
.0007 .00007 \ .000007 > .0000007
-0006 | {/.000086 .000006 0000006 |
.0005] .00005 .000005 _ 0000005
.0004 .00004 .000004 w .0000004
.0003 .00003 ..000003 .0000003
.0002 .00002 .000002 .0000002
.0001 .00001 .000001 .0000001
0000k By gy AO0000 e e 000800 g b v leaE0eneRE s e "
o - = 2 S g 3 =

Fig. 5 - Evolucgdo do erro durante o processo iterativo.

4.2 - Problemas tridimensionais

Na Fig. 6 esta representada uma estrutura tridimensional continua.

Iteracoes\y

P a 1.0m
P 4 1.OMN
|! A Médulo de elasticidade 2.0ESMPa
| Coeficiente de Poisson 0.3
I
lo
a = )— i St /7_ Tipo de elemento
i =7 . _/ . (elemento de volume de 8 nés)
8 A Ponto médio da face superior
|"— & _'-i B Ponto central

Fig. 6 - Dados correspondentes ao problema tridimensional.
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No Quadro VIII encontram-se os pardmetros relativos ao problema
tridimensional. Os resultados da aplicacdo dos diversos métodos a

problemas tridimensionais sdo apresentados no Quadro IX.

Quadro VIII - Parametros relativos ao problema tridimensional.

Ne de elementos N¢ total N@ total N? de varidveis No de Memoria necessaria na fase de
em cada direcgdo de de nao Semibanda termos resolugdo
elementos variaveis prescritas nio nulos (103 Bytes)
(NELSI) (NELEM) (NTOTV) (NTOTC) (NHBAN) | (NNZTE) | GAUSS| EBE | NZT
2 8 81 54 42 7 18 19 9
4 64 375 300 96 5505 230 154 67
6 216 1029 882 174 18093 1228 518 221
8 512 2187 1944 276 42225 4292 1229 514
10 1000 3993 3630 402 81645 11674 2400 994
12 1728 6591 6084 552 139607 (1) | 26867 | 4147 1683
14 2744 10125 9450 726 218807 (1) 54886 6586 2672
16 4096 14739 13872 924 321144 (1) | 102542 | 9830 3988

(1) Valores extrapolados com as expressdes do Quadro X

Quadro IX - Resultados da aplicag¢do dos métodos a problemas

e . .
tridimensionais.
N2 de
elementos Desloc. Desloc. Miximo Nede
em cada Tempo de CPU (segundos) noné A no né B residuo | iteragbes
direccio
(NELSI) GAUSS EBE NZT x10~% %107 x10°* | (NITER)
Assemblagem Resolugio Total Total Assemblagem Resolugio Total

2 0380 0.845 1.225 1550 0438 0.677 1.118 1.613 3.070 0.000 10

4 3590 48.03 51.62 24.80 3596 7306 1090 3.078 3.280 0.200 17

6 14.01 5357 5497 147.0 15.00 33.09 48.09 4.635 3481 0.167 2%

8 3576 3192 3227 432.4 44.01 . 9242 1364 6.196 3507 0.176 33

10 80.76 1314E1 1322E1 1009 92.87 2123 305.2 6481 3536 0.176 39

) m 6} m (o) ) ) =3 = ot (&)

12 161.7 4]153E1 4169E1 1967 1745 410.1 584.6 44

o) m (o)) m O] m ) = = A m

14 27.1 1116E2 1119E2 3407 3025 7013 1004 48

8 ) ) ) (&) ) &) = = = )

16 5112 2653E2 2658E2 5404 494.4 1094 1588 51

(1) Valores extrapolados com as expressdes do Quadro X

No Quadro X sdo apresentadas as expressdes ajustadas aos resultados
obtidos no problema tridimensional.
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Quadro X - Expressoes ajustadas aos resultados obtidos

(problema tridimensional).

Eliminagao Tempo de 2562E-05 * NTOTV * NHBAN + 3.963E-02 * NELEM
de assemblagem
Gauss Tempo de 2.240E-05 * NTOTC * NHBAN2
(segundos) resolugio
EBE Tempo 2.587E-02 * NELEM * NITER
(segundos) total
Tempo de 1.619E-05 * NTOTV * NHBAN + 6.688E-02 * NELEM
NZT assemblagem
(segundos) Tempo de 6.667E-05 * NNZTE * NITER
resolugdo
NNZTE = -9.545E-04 * NELEM2 + 82222 * NELEM + 377.601
Expressoes NITER = 0.125 * NELSI? + 5.25 * NELSI - 1.00
auxiliares

Tal como nos problemas bidimensionais, dos métodos de resolucido de
sistemas de equagbes lineares apresentados neste trabalho, aquele que
apresenta menores tempos de resolugcdo (Fig. 7) e memdria necessaria
(Fig. 8) é o método dos gradientes conjugados com pré-condicionamento
e com a técnica de armazenamento NZT. E de salientar que a referida

vantagem € mais significativa nos problemas tridimensionais que nos
bidimensionais.

s craoiems LR THIRERe phal

13000. | / -

12000. | Elim. Gaves

5000, |

== t T e
1000. 1500. 2000. 2500. 3000.

Fig. 7 - Tempo de CPU em fungdo do numero de equacgdes.
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s Pepbilems Lridimensional

12000.

10000. Elim. Bauss

8000,

6000.

4000.

Fig. 8 - Memdria necessaria em funcdo do numero de equacdes.

5- CONCLUSOES

Conforme se pode observar nos graficos da secgdo 4, o método de
eliminagdo de Gauss apresenta tempos de resolugdao e memdria necessaria
cujo ritmo de crescimento com o niumero de equagdes torna proibitiva a
sua aplicacdo a grandes sistemas de equacgdes. Estes sistemas podem ser
resolvidos de um modo muito mais eficiente com o recurso a métodos

iterativos.

A técnica de armazenamento em que apenas sdo manipulados os termos
nao nulos da matriz de rigidez global (NZT) revelou-se vantajosa em
relagdo a técnica elemento por elemento (EBE), por ter sido eliminada

a necessidade de efectuar uma assemblagem em cada iteracdo.

As vantagens referidas sdo mais evidentes nos problemas
tridimensionais pelo facto de estes apresentarem uma maior semibanda

para o mesmo numero de equagoes.
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