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1- PROGRAMACAO NAO LINEAR

1.1 - Formulacéo geral do problema

Minimizar (X, %,..., X, )
sujeitaa
0,1+ %,)< 0
(%% %,)<0
(%, %,)=0
hp(&,xz.,-:-,xn)=0

Ou de um modo mais compacto

- funcéo objectivo (objective function)

- restri¢Oes desigualdade
(inequality constraints)

- restri¢Oes igualdade
(equality constraints)

Min.  f(x] x(i =1,..,n)
glx)<0 g,(j=1...m)
hlx)=0 h(k=1...p)

Um problema de maximizagdo pode ser transformado num de minimizagdo do

seguinte modo

Max. flx] - Min. -flx)

Uma restricdo desigualdade do tipo = pode ser convertida numa restricdo do tipo <,
multiplicando ambos os membros da inequacéo por -1

gbz0 - -glJ<0

Uma restrico igualdade pode ser convertida num par de restricdes desigualdade do

seguinte modo
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hix)<0
hix)=0 -

~hlxj<0

A solucdo de um problema de minimizacéo é aguela que, pertencendo ao conjunto das
solugbes admissiveis, torna minimo o valor da funcdo objectivo. O conjunto das solugdes
admissiveis constitui aregido admissivel (feasible region).

Apresenta-se em seguida um exemplo com representacéo gréfica
Min.  f(x,%,)=x2+x
s.a
9(%,%)==% +1=<0
h(x,%)=x% +X,~4=0
Solugdo optima: X =(x,,x,)=(2,2)
=t = (22)=8
A restricdo desigualdade encontra-se inactiva, porque ndo é respeitada como uma

igualdade. Na generalidade dos casos, a sua supressdo ndo atera a solucéo do programa
matemético. A folga associada a uma restri¢céo desigual dade é quantificada do seguinte modo

Folga= —g()f)
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Solugéo Gptima

h=0

O seguinte programa matemético é semelhante ao anterior, tendo sido apenas
introduzida uma pequena alteracéo narestricao desigualdade

Min.  f(x,%,)=x2+x2
s.a
g(%,%,)=-%+3<0
h{x,%,)=x +x,~4=0
Solugdo Gptima: X =(x,,x,)=(31)

t'=1[x )= f(31)=10
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Solugéo 6ptima

2
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No ponto correspondente a solucéo éptima deste programa matemético a restricéo
desigualdade encontra-se activa, porque € respeitada como uma igualdade (folga nula). Nesta
caso arestri¢cdo desigualdade poderia ser substituida por uma restricao igual dade.

Se a um programa mateméatico com solucdo x* for acrescentada uma restricdo que €
respeitada no ponto x, a respectiva solucdo ndo ¢ aterada.
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1.2 - Minimizag&o sem restrigoes

1.2.1 - Funcdes com uma variavel

1.2.1.1 - Método de Newton-Raphson (segunda ordem)

Formulag&o do problema:
Min.  f(x)
Condicdo necessaria:
£(x)=0
A seguinte expressao fornece um valor aproximado da segunda derivada

e (XO)D f'(xO +Ax1)— f'(xo)
Ax*

x° _ soluco inicial do processo iterativo
Ax - variagdo de x na primeiraiterago

A seguinte expressao € equivalente a anterior e corresponde a um desenvolvimento em
série de Taylor em que apenas sao considerados o0s dois primeiros termos

f '(x° + Axl) Of '(x°)+ f "(xo)Ax1
Pretende-se calcular o valor de Ax* que conduz a
f '(x° +Ax1):O
Se 0 desenvolvimento em série de Taylor fosse exacto, x* =x° + Ax* seria a soluc&o.

Uma vez que na generalidade dos casos tal ndo se verifica, € necessario considerar um
processo iterativo.

Se 0 processo iterativo for convergente, x* encontra-se mais proximo da solugdo do
0
que x-.

Atendendo ao desenvolvimento em série de Taylor, o valor de Ax' pode ser calculado
com a seguinte expressao, que requer o céculo da primeira e da segunda derivada no ponto x°

f'(x°)+ f"(xo)Axlzo
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Naiteracdo g a expressao adopta a seguinte forma genérica
f" (xq‘l)qu =- f’(xq‘l)
Esta expressdo fornece o valor de Ax“ , sendo em seguida calculada a solucdo na
iteracdo q
x9=x%"+AxA
Exemplo:
f(x)=x* -8x* +16x* -8x+36

f(x)

— f'(x)=0 nos pontos A,Be C
f"(x)>0 nos pontos Ae C

50 f"(x)<0 no ponto B

‘ 6 X
Ponto Solucéo inicial Solucdo obtida Tipo de solucéo
A x°=0 x=0.32 Minimo local
B x°=1 x = 1.46 Méximo local
C x°=6 x=421 Minimo global
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1.2.1.2 - Método das bissec¢des sucessivas (primeira ordem)

Pretende-se calcular o ponto X que verifica f'(x*):o.

E necessario partir de um intervalo [ x,, x| que contenhaa solugao final.

O algoritmo consiste em executar sucessivamente 0 seguinte conjunto de operaces

_XatXs
M
2

Se f'(x,) f'(x,)>0 entdo

Xa= Xy

senado

f(x) A

f(Xa)

\ <f (X)
f(xg)

f (Xm) o

<Y
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09

1.2.1.3 - Método golden section (ordem zero)

E necessario partir de um intervalo [ x,, X | que contenhaa solugao final.
12iteracdo — pontosACD B
28iteracéo —» pontosCD EB

f(x)

X

A Xc

Determinar X e Xy tais que

Xe = Xa =X — Xp (garante asimetria)

X =X _Xp =%
Xg =Xy Xg =X

(garante que ao passar para a 22 iteracdo se aproveitam 3

pontos da 12 iteracdo, mantendo as mesmas proporgoes).

10
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_ X, =0
No caso particular de ser

X =1

0 sistema de equacdes adopta a seguinte forma simplificada

Xczl_XD
KX
Xc 1-x,

x. =0.381966=1
x, =0.618034=1-71

No caso geral

XC:(]'_T)XA+TXB
Xo =T X +(1-7)Xg

Em cadaiteracéo é necessario tomar a seguinte decisao
Se f(x.)>f(x,) entdo

o intervalo passa a estar limitado a esquerda por X.
sendo

ointervalo passa aestar limitado a direita por x,
O método golden section apresenta a vantagem de em cada iteracdo ser possivel

aproveitar trés avaliagdes dafungio f(x) realizadas anteriormente.

1.2.2 - Funcdes com n variaveis

1.2.2.1 - Método de Newton (segunda ordem)

Problema:
Minimizar f k)})
Condicéo necessaria:
ot o

Exemplo:

11
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f (%, %)= +% —4x —6X,

. (xl,x2>=(%%j=(le—4,zxz—e)=(o,o)

Solugéo 6ptima

Para se obter a solucdo que satisfaz a condicdo necessdria, 0 seguinte sistema de
equacoes ndo lineares tem ser resolvido

ﬂ:o of <tolerancia
% 2%
: Na prética
of _ J1
Ix <tolerancia

Desenvolvendo aequacdo i em série de Taylor naiteracdo g, obtem-se

n 2
ZZ—;(@,---,XE)Dg—;(ﬁ‘l,...,xg-l)Jr;didij ()X =0

(i=1,...,n)

A seguinte matriz é designada matriz Hessiana

2
Hi':L
b XX

12
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resultando
Of YC0f ““+H A x*=0
() (na) () () ()
Do seguinte sistema de equacoes
HAX = -0f

(n=n)  (a) ()

obtem-se A x%, podendo-se melhorar a solugdo corrente com a seguinte expressao
x4 = x9 + g Ax*

O significado das varidveis desta expressdo € o seguinte

A )fq - vector dirigido para as proximidades do ponto optimo

a® - pardmetro de pesquisa unidimensional. Consiste num factor escalar que
modifica a grandeza do vector A Z(“ .

O paréametro a“ deve ter um valor tal que o erro da solucdo seja minimo na direccéo
A X% (ndo ha necessidade de calcular a9 com muita precisdo, porque A X apenas se encontra

dirigido para as proximidades da solucédo éptima). Na minimizacéo unidimensional pode ser
utilizado um dos métodos referidos no capitulo anterior.

Quando o vector Ax® € caculado pelo método de Newton, a9 deve estar

compreendido entre 0.01 e 1.0.

Sempre que houver necessidade de avaliar o erro de uma solucéo, pode ser utilizada a
maior componente do vector dos residuos (em valor absoluto) ou a sua norma Euclideana.

AsiteragOes q terminam quando o erro for inferior aumatolerancia.

Se as grandezas em jogo forem da ordem da unidade, a referida tolerancia pode ser
aproximadamente 1076,

13
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1.2.2.2 - Método steepest descent (primeira ordem)

O método do maximo declive (steepest descent) baseia-se na seguinte expressao para
calcular o vector que se encontra dirigido para as proximidades do ponto dptimo

AXx® = —[f?
Esta expressdo corresponde a do método de Newton com a matriz identidade no lugar

da matriz Hessiana. A direccdo assim obtida € sempre ortogona as curvas de nivel (ver a
figura).

Tal como no caso do método de Newton, em cada iteracdo é efectuada uma pesquisa
unidimensional de acordo com a expressio

x4 =x9" +a% Ax°

o

=
)

-1 0 1 2

Y

@

1
N

O método steepest descent apresenta a vantagem de ndo ser necess&rio calcular
segundas derivadas, nem de resolver o sistema de equagdes. Contudo, a sua convergéncia €
muito lenta devida ao facto de a progressdo em direcccdo ao Optimo ser efectuada com
constantes mudangas de direccéo (ver afigura).

14
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O método das direccbes conjugadas, gradientes conjugados ou de Fletcher-Reeves é

semelhante a0 steepest descent, mas apresenta uma maior eficiéncia. Em cada iteracéo €
utilizada a seguinte expresséo para calcular a direccdo A x°

q-1|2
AXY = —[F9% H HZ A Xt

~ Jor=
Exemplo:

i

Ax® = - [f @
: Ei.

O vector correspondente a passagem do ponto 2 para o ponto 3 apresenta melhores
caracteristicas se lhe for adicionada uma fraccéo do vector anterior.

1
3
X
X
A X(Z)—me\\ / 2
A x®=—v®
X

2

1.2.2.3 - Método das pesqguisas aleatérias (ordem zero)

Sendo r um gerador de nimeros aeatérios entre -1 e 1, pode-se utilizar uma direccéo
definida do seguinte modo

Axl=r
AXi=r

Em seguida é efectuada a habitual pesguisa unidimensional

X9 = x+a9 A X

Neste caso o deve poder assumir valores negativos ou superiores a unidade.

Este método é pouco eficiente, requerendo um nimero muito elevado de iteractes.

15
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Tem a vantagem de ndo necessitar do célculo de derivadas, sendo Util quando as
funcbes sdo descontinuas ou quando existem muitos minimos locais préximos.

Se existirem muitas varidveis € proibitiva a sua utilizag&o.

Existem algumas técnicas para o tornar mais eficiente.

1.3 - Minimizag&o com restrigoes

1.3.1 - Lagrangeano

Quando no problema de minimizagdo estéo presentes restri¢des do tipo h&()zo, e

possivel atender a estas restrices considerando a seguinte funcdo auxiliar
p
)=t Shankd
-7 - k=1

sendo
L - Lagrangeano
A - multiplicadores de Lagrange

As condic¢des de optimalidade passam a ser

O L= 0

O vector gradiente possui n + p componentes, sendo n 0 nimero de variaveis de
projecto e p o nimero de restrigdes igualdade, que € igual ao nimero de multiplicadores de
Lagrange. Uma vez que o operador [J envolve n+p derivadas, torna-se hecesséario resolver um
sistema de n+p equagdes ndo lineares, an+p incognitas.

Separando as derivadas em ordem a x das derivadas em ordem a A obtém-se

Dxf+zp: Akmxm@]:g)
kt:'; x)=0

o

16
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Trata-se de um sistema de n+p equagBes ndo lineares a n+p incognitas (a primeira
equacdo é uma equacdo vectorial em que figuram n componentes).

Exemplo:
Min.

f(x,x,)=x*+x2  (ascurvasdenivel sio
circunferéncias centradas na origem)

sa
h(x,%)=x% +x —4=0
O correspondente sistema de equacdes é o seguinte

Of +A0h=0| 2x+A=0 [ x =2
2%, +A=0 ¢ x,=2
h=0 X +X,—4=0|A=-4

0f =(4,4)
Oh=(12)

Of=- A h

1 Of= 41 h

Exemplo:
Min.

f(x, %, %)= +x2+x  (assuperficies de nivel sio

esferas centradas na origem)

S.a

17



OPTIMIZAGAO DE ESTRUTURAS

h = X +X, +X; -4 =0 [ (aregido admissivel éarecta

de interseccéo dos dois planos)
h, = -x, +x, +X; -4 =0

2%, +A,-A,=0 | x=0

Of +A0h +A,0h, =0 2x,+A+A,=0 | X,=2
h =0 2% +A+A,=0 § x,=2

h,=0 X +X+X-4=0 |A=-2
=X +X+X%—-4=0{A,=-2

0f =(0,4,4)

Oh =(11)

Oh, =(-1,11)

Of=- Ak A h,
Of= 21k 2 h,

Se numa restri¢do igualdade for possivel explicitar uma das varidveis de projecto, essa
variavel pode ser substituida nas restantes expressdes do programa matematico e a restricéo
pode ser suprimida. Deste modo, a variavel que foi inicialmente explicitada deixa de figurar
como varidvel do problema. Este procedimento tem a vantagem de provocar uma diminuicéo
do nimero de varidveis e do nimero de restricoes.

Exemplo:
Considere-se 0 seguinte programa matemético com uma restricéo
Min. f =xZ+x2
sa
h=x+x,-4 =0
Narestricdo h é possivel explicitar avariavel x,
X, = =X +4

A variavel x, pode ser substituida nas restantes expressdes do programa matemético,

resultando

18
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Min.  f=x?+(-x +4)f=2x*-8x +16
A solucédo deste programa matematico coincide com a do problemaoriginal .

Em problemas com um nimero mais elevado de varidveis e restriches este
procedimento torna-se pouco vantajoso porque a informacdo associada as diversas expressdes
avolumarse rapidamente. Nestes casos, as restricdes devem ser mantidas e o programa
matemético deve ser resolvido por um método que contemple e sua presenca.

1.3.2 - Varidveis de desvio (dack variables)

Se 0 método de optimizagdo que vai ser utilizado ndo contemplar a existéncia de

restricdes desigualdade, estas podem ser transformadas em restri¢Oes igualdade mediante a
adicdo de uma parcela positiva (TJ. ) gue dependa de uma nova variavel (xn+ j )

9;|x/<0 - g, [x}+T; =0 (com T, 20)
O termo T; pode apresentar uma das seguintes formas

T, = X,«j (se houver a garantia de x,,; ser sempre > 0, como acontece no metodo

Simplex da programacéo linear);

T, = [Xyj| (provocauma descontinuidade que pode causar problemas numericos);
T = x§+ ; (solucéo preferivel na programagéo ndo linear).

1.3.3 - Funcdes penaidade (SUMT)

1.3.3.1 - Fungdes penalidade externas

O recurso as fungdes penalidade transforma um problema de minimizacdo com
restri¢cbes num problema sem restrigdes. O seguinte problema genérico apenas com restricoes
igualdade

Min.  f(x)

S.a

19
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hlx)=0

€ substituido pelo seguinte programa matemético
. 2
Min. f (x)+ rZ[hK(gl
- k=1

Se a restricdo igualdade néo for respeitada, o valor de h&() (a0 quadrado para ser

sempre positivo) provoca um aumento significativo da fungdo objectivo. Para que este
agravamento seja muito acentuado, deve ser atribuido ar um valor positivo tdo grande quanto
possivel.

Se r tender para infinito, o algoritmo de minimizagdo sem restricGes convergira para
uma solucdo em que a restricdo é respeitada. Para valores de r elevados mas finitos, as
restricbes ndo sdo exactamente respeitadas, sendo o erro em geral pequeno e dependente da
grandezader.

O método SUMT (Sequential Unconstrained Minimization Technique) consiste em
repetir diversas vezes a minimizagao sem restrigdes paravalores der crescentes.

Se no inicio forem utilizados valores de r muito elevados, podem surgir problemas
NUMEri cos.

Enguanto o valor de r ndo se torna suficientemente elevado, as restricbes ndo séo
respeitadas com uma precisdo aceitdvel. Quanto mais proximo se estiver da solucéo final,
mais seguro se torna utilizar um valor grande der.

As restricOes desigualdade podem ser incluidas recorrendo a variaveis de desvio (ver
1.3.2) ou de um modo semelhante ao das restri¢des igualdade

Min. f(§)+rg[gkiz”k§:[hx@2

m
Z - somatério apenas estendido as funcdes g JQ() gue para a solucéo corrente
i=1

tenham um valor positivo.

Estas fungbes penaidade designam-se por externas, porque a medida que r vai
aumentando, as sucessivas solucfes vao-se aproximando da regido admissivel mas sempre
externamente a ela. Assim, dificilmente se conseguird uma solucdo final que respeite as
restricoes desigualdade.

20
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9(x)<0

x<0 |

|
~

rx

1.3.3.2 - Fungdes penalidade internas

r=1000

<

Solugbes

r=100

oo

Pretende-se que as sucessivas solucdes se mantenham sempre dentro da regiéo
admissivel. Com esse objectivo € adoptada a seguinte modificacdo da funcéo objectivo

Min. f()f)+f'i gfx +ri[h&<]2

I - crescente

r' - decrescente

21
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-r'/x

Solugdes I ,

A solucdo inicial tem de ser admissivel e, na pesquisa unidimensional, apenas sdo
consideradas solugdes internas a regido admissivel.

Quando uma restricdo desigualdade se encontra inactiva, o correspondente termo de
penalidade ndo agrava significativamente a funcdo objectivo. Se a solugéo se aproximar da
fronteira da regido admissivel, o termo de penalidade comeca a adoptar valores elevados.
Deste modo, a aproximag&o a fronteira da regido admissivel é contrariada. A medidaquer' vai
decrescendo, a aproximacao a fronteira da regido admissivel é cada vez menos contrariada.

Estas fungdes penalidade designam-se internas, porque todas as solucgdes intermédias
sdo admissiveis, bem como a solucdo final. Este procedimento tem o inconveniente de

necessitar de uma solugdo inicial admissivel.

22
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1.3.4 - Programacado linear sequencia (SLP)

Consiste na transformacao do problema genérico de programacdo ndo linear num de
programacado linear, recorrendo a desenvolvimentos em série de Taylor da funcéo objectivo e
das restricoes.

Considerando o seguinte problema genérico de programagado nado linear

Min.  f(x)

glx)<0
hlx)=0

procede-se a sua substituicéo pelo seguinte programa linear em que q representa 0 nlmero da

iteracéo
Min. f (>~<q_l)+ Of Q(q‘l)a X’

S.a

0.+ Dg, [ px* <0
oy 1)+ng(ql)ﬂx <0

hx™ Ol pxt=0

n ) o =o

Este problema de programacdo linear pode ser resolvido pelo método Simplex,
obtendo-se os A x? que permitem actualizar a solucéo corrente.

x4 = xIt+A x4

Este procedimento deve ser repetido até A x% ser suficientemente pequeno. Este facto

indica que a solucdo corrente € um minimo.

23
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Quanto mais préximo da solugdo final se encontrar o ponto em que é efectuado o
desenvolvimento em série de Taylor, mais rigorosa é a correspondente aproximacao.

Na solucdo de problemas praticos podem surgir duas situactes

e numero suficiente de restricdes — a aproximacao linear tem solucéo

Linear approximation
to F(X0)

%)
\
Linear / \

approximationy

o (X%)=0

. -
Approximate
optimum

0
Figure 6-2 The linearized problem.

24
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e numero insuficiente de restricdes — o problema ndo linear tem solucdo mas a
aproximacao linear ndo tem

X,
Move
- o _CI— limits
|// (, Linear approximation to F(X?)
Unbounded linear
approximation
\
Linear \
approximation to g(X%) \\
\u\\ £,(X)=0

Figure 6-3 Underconstrained problem and move limits.

No segundo caso a variagdo da solucéo (A xq) deve ser limitada, sendo necessario
acrescentar ao programa linear as seguintes restricoes

AX iy S AXT S AX

N min =

Nesta expressdo, Ax ,, deve adoptar um valor negativo e Ax ., deve adoptar um

valor positivo. O valor absoluto de Ax ,;,, e Ax ., deve ser progressivamente diminuido.

n

Este tipo de restri¢6es constituem uma limitagdo a variagdo da solucdo (move limits).

25
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2- OPTIMIZACAO DE ESTRUTURAS

2.1 - Variaveisde projecto

No projecto de estruturas, a optimizacdo pode assumir variados aspectos, sendo
caracterizada essenciamente pela seleccéo das grandezas que sdo consideradas fixas e das que
sd0 consideradas varidvels. Estas designam-se por varidveis de projecto e correspondem as
variaveis x (i =1,...,n), cujo valor pode ser determinado por um dos métodos referidos no
capitulo anterior. E destas variaveis que depende a funciio objectivo e é relativamente a elas
gue sdo impostas restricoes.

2.1.1 - Optimizacao das seccdes das barras em trelicas ou porticos

Tipo de estrutura — trelica ou portico (3D)
Variaveis de projecto:

- trelicas (sem encurvadura) —  éreas das seccOes transversais das barras
biarticuladas

- pérticos - conjunto de parametros que caracterizam a
seccao transversal de umabarra

Exemplos: Area e momento de inércia (devem estar relacionados)
"
ILESTF
B H
B
14
N

As coordenadas dos nés sdo consideradas fixas.

2.1.2 - Optimizacdo das espessuras em meios laminares

Tipo de estrutura — membrana, 1ge, casca

Varidveis de projecto — espessura em cada ponto nodal
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As coordenadas dos nés sao consideradas fixas.

2.1.3 - Optimizacdo daforma em meios continuos 3D

Tipo de estrutura — sélido 3D

Variaveis de projecto — coordenadas dos nés (geralmente s alguns noés)

2.1.4 - Optimizacdo daformaem meios laminares

Tipo de estrutura — membrana, |gje, casca

Variaveis de projecto — coordenadas dos nés e espessuras

2.1.5 - Optimizacdo daformaem trelicas ou porticos

Tipo de estrutura — trelica ou portico (3D)

Variaveis de projecto — coordenadas dos nés e seccdes das barras

2.1.6 - Optimizacdo da topologia da estrutura

Variaveis de projecto (exemplos):
- nUmero de montantes numa asna
- nimero de vaos de um portico
- nUmero de apoios de uma viga continua
- nimero de barras de umatrelica

- nimero de nervuras de umalaje
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2.1.7 - Seleccdo de materiais

Variaveis de projecto (exemplos):
- Classe deresisténciado aco
— classe de resisténcia do betéo
— resisténcia necessaria para o material
— rigidez necessaria para 0 material

— orientacdo da direccdo mais resistente de um material ortotropico

2.1.8 - Apoio a decisgo

Exemplos:
— tipo de barragem (gravidade, abébada com ou sem contrafortes)
— tipo de cobertura (trelica metdlica, suspensa, betdo pré-esforcado)

- tipo de estrutura (pértico, parede, mista)

2.2 - Funcgéo objectivo

Na guase totalidade dos casos, aquilo que se pretende minimizar no projecto de uma
estrutura € 0 seu custo. Nos casos correntes, pode-se considerar que 0 custo depende
essencialmente do volume ou do peso do materia a utilizar na sua constru¢éo. Uma vez que
na optimizacéo da topologia 0 nimero de componentes de uma estrutura pode variar, a
complexidade associada a sua execucado pode afectar significativamente o custo final. Nestes
casos deve-se considerar que o custo depende também de factores associados a complexidade
de execucéo da estrutura. Apresenta-se como exemplo a possibilidade de considerar o custo
associado a execucao de cada né de umatrelica ou de cada pilar de uma ponte.

Apresentam-se em seguida exemplos de optimizagéo de estruturas em que a funcéo
objectivo ndo é um custo:
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— maximizar arigidez considerando o custo fixo

— maximizar afrequéncia propria fundamental considerando o peso fixo.

2.3 - Restrigdes

2.3.1 - Tensfo méaxima do material

Para que a solucédo de um problema de optimizagéo de uma estrutura seja admissivel, é
necessario que a tensdo maxima dos materiai s que a constituem ndo seja excedida em nenhum
ponto.

Ub(’ l;l ) = Uadm.comp.

U({(, U)S Uadm.tra:.

A tensdo g num determinado ponto depende das variaveis de projecto x e dos
deslocamentos u, devendo ser sempre limitada superior e inferiormente. Supéesé gue as
tensdes admissiveis de traccdo e de compressdo (O, comp. € Tagmuae,) SO alribuidos valores
positivos. Devem ser consideradas restricdes de tensdo em todos os pontos criticos da
estrutura, devendo a sua selecgdo ser criteriosamente efectuada. Ap6s a resolucéo do problema

de optimizagdo, a estrutura deve ser reanalisada com o objectivo de verificar se entre pontos
criticos a tensdo admissivel ndo € excedida.

2.3.2 - Tensfo maxima de instabilidade

Em estruturas articuladas e reticuladas, podem ocorrer roturas por instabilidade local
de uma barra. Nos casos em que este problema se pde, é necess&rio considerar restricdes
relativas a carga critica de Euler em cada barra comprimida

Pchr:—nzzEl _ az—nzzE
g A

A=,/

r=+17/Q
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Sempre que se revelar necess&rio, devem ser incluidas no programa matemético
restricoes relativas ao bambeamento de pegas flectidas ou ao enfunamento de paredes de tubos
ou de almas de perfis.

2.3.3 - Deslocamentos maximos

No projecto de estruturas de Engenharia Civil, € habitual limitar os deslocamentos
provocados pelas acgdes correspondentes a verificacdo dos estados limite de utilizacdo. Em
gera € suficiente considerar estas restricbes nos nés em que se prevéem maiores

deslocamentos.
usu (se 0 deslocamento for positivo)

u=-u (se 0 deslocamento for negativo)

max

Ao parémetro u,_,,, é sempre atribuido um valor positivo.

2.3.4 - Sde constraints

As restrigbes que impde um valor minimo e/ou valor maximo para as variaveis de
projecto sdo designadas side constraints.

Xmin £ X S Xnax

Neste par de restrigdes, X representa uma das variaveis de projecto. As side constraints
podem ser incluidas no conjunto das restricdes gk( )s 0. Porém, em certos algoritmos de

optimizacao € vantajoso consideré-las a parte.

Na minimizacdo do volume de trelicas hiperstéticas, as barras menos eficientes sGo em
geral suprimidas pelo algoritmo de optimizacdo. Por este motivo, considerando que €
desgavel a manutencdo da topologia inicial, devem ser consideradas restricbes de area
minima em todas as barras. Deste modo evita-se que o agoritmo de optimizacdo encontre
solucBes com areas negativas ou que suprima certas barras atribuindo-lhes uma érea nula.
Estas consideracdes sdo extensiveis a quase totalidade dos problemas de optimizagao.
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De um modo geral, verifica-se que € vantajoso limitar inferior e superiormente todas
as variaveis de projecto independentes. Deste modo evita-se 0 aparecimento de soluces sem
significado fisico e aumenta-se a estabilidade do processo iterativo.

2.3.5 - Relacionamento entre varidveis de projecto

Em muitos casos € necessario impedir que as varidvels do problema sgam
independentes umas das outras. Apresentam-se em seguida a guns exempl os.

i = Xj

Este tipo de restricdes deve ser considerado quando se pretende uma estrutura
simétrica ou quando se pretende diminuir a complexidade da solucdo recorrendo ao
agrupamento de variaveis.

Em barras de seccéo rectangular sujeitas a flexdo plana em que ambas as dimensdes
sgjam variaveis, € necessario fixar a relacéo H/B. Se esta restricdo ndo for considerada, uma
das dimensdes tende para zero e a outra tende parainfinito.

Na optimizacdo da forma de uma estrutura, 0s nés cuja posicao € variavel devem ser
obrigados a estar situados sobre linhas ou superficies regulares. Os parametros que definem
estas linhas ou superficies € que devem ser considerados como variaveis de projecto
independentes. Por exemplo, numa barragem ablbada convém obter uma solugdo para a
forma dos paramentos de montante e juzante que corresponda a um polinémio de grau pouco
elevado.

2.3.6 - Restricoes relativas a val ores proprios

Sempre que existir o risco de colapso por instabilidade global da estrutura, a solucéo
do problema de optimizacdo tera de respeitar as restricdes relativas ao respectivo problema de
valores proprios.

Na optimizacdo de estruturas sujeitas a acgdes dinamicas, pode ser necessario incluir
restricOes relativas a frequéncias préprias

fmin 2 fadm
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2.4 - Formulacdo integrada/andlise de sensibilidades

De um modo geral, nos problemas de optimizagdo de estruturas estdo presentes 0s
seguintestipos de variavels:

A) varidveis cujo valor tem de ser fixado para que segja possivel analisar a estrutura
B) variaveis cujo valor resulta da andlise da estrutura

Asvariaveis do tipo A) sdo aguelas cujo célculo requer um agoritmo de optimizacdo,
sendo designadas varidveis independentes. As do tipo B) sdo designadas variaveis
dependentes, porque 0 seu valor depende dos valores atribuidos as variaveis do tipo A). Se 0s
valores das variaveis do tipo A) forem fixados, passa a ser possivel efectuar o clculo das
varidveis do tipo B), recorrendo a uma andlise da estrutura em que pode ser utilizado, por
exemplo, o método dos deslocamentos.

Os diversos tipos de varidveis podem ser classificados do seguinte modo

A) | | | Variaveisindependentes Variaveis de decisio

B) | D | Varidveisdependentes Varidveis de comportamento, etc.

Na formulagdo de um problema de optimizacdo de estruturas, é possivel considerar

gue, quer as variaveis independentes, quer as dependentes, pertencem ao conjunto das
variaveis que figuram no programa matemético x (i =1.., n) . Neste caso, afungdo objectivo e
as restricdes dependem das variaveis I e D, sendo possivel calcular as respectivas derivadas

em ordem a qualquer uma destas variaveis.

Min.  f{1,D)

gll.DJ<0
hli,DJ=0

Se 0 comportamento da estrutura for formulado pelo método dos deslocamentos e for
linear, as equagdes de equilibrio dos nés tém de ser consideradas como restricdes igual dade

Kitjo=Fl)
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A matriz de rigidez K e o vector solicitacdo F apenas dependem das variaveis
independentes. Asvariaveis D sdo, neste caso, 0s deslocamentos dos nos da estrutura.

Nos casos em que as variaveis dependentes sdo consideradas como variaveis do
problema de optimizacdo é utilizada a designacéo de formulagdo integrada. Este procedimento
tem a desvantagem de provocar um aumento significativo do nimero de varidves,
dificultando assim aresolugdo do problema de programag&o néo linear.

Para evitar que os deslocamentos dos nos contribuam para a dimensdo do programa
matemético, € possivel proceder do modo em seguida descrito. Supbe-se que o
comportamento da estrutura é formulado pelo método dos deslocamentos.

Simbologia:
| - varidveis independentes
D - deslocamentos dos nos (e eventuai s rotacoes)
X - varidveis do programa matematico
n - nUmero de varidveis independentes
m - nimero de deslocamentos

Uma vez que as variaveis que figuram no programa matemético sdo as variavels
independentes, considera-se

[, = X501, =X,

Nas consideracdes que se seguem é referida uma Unica restricéo desigualdade g.Para
as restantes restri¢cdes desigual dade e para as restri¢oes igual dade o tratamento seriaidéntico.

Cada restricdo depende directamente das varidvels independentes e dos deslocamentos.
Quer asvariaveis|, quer as variaveis D, dependem das variaveis do programa matemético.

9l ). Dl

Derivando g em ordem a x obtem-se

33



OPTIMIZAGAO DE ESTRUTURAS

o] 0,
dg_[dg 09]|?%|,[sg dg] %X
ax |01, 91,1 | 4D, ID, | oD,
I X I X

T T
dg _[dg]| 2! |dg] 9P
X dl | dx |JdD | Ix
(x) () () (Tm) (M)

O vector 2l / Jx. apresenta todas as componentes nulas, excepto a correspondente a

variavel x. que é unitaria, resultando

)
g _ o"g{o"g} oD

dx 1, |dD| Ix
(1) (1) (xm) (mx1)

As derivadas que figuram nesta expressao apresentam as seguintes caracteristicas:

A .o cdculadas supondo os deslocamentos constantes

a

X ssocaculadas supondo as varidveis independentes constantes
JD

b . exigem um grande esfor¢o de calculo para serem obtidas directamente,
i porque seria necessario proceder do seguinte modo:

Paracadavariavel x;

- adicionar avariavel um valor pequeno Ax;
- modificar amatriz de rigidez
- reanalisar a estrutura

Este procedimento requer n andlises da estrutura.
Para calcular JD /o")g de um modo mais eficiente, é possivel proceder do seginte

modo
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KixJDlx)=Flx| -~ KD=F
(m) (1) (ma)

Derivando ambos os membros obtem-se

JK Db OF
——D+K —=—=

Ix - - dx O
(mm) (m) - (mxm) (md) ()

dD _(JF OJK
—— =K | —=-—=D
agx -~ |dx IXx -

(ma) (mem) (ma) (mm) (ma)

Substituindo J D / J x naexpressao que fornece d g/d x obtem-se

.
99 _29.|949 K d_'f_d_'fD
dx dl; (dD] - |dx Ix% -

(p1)  (22)  (zm) (mm) (ma) (mm)(ma)

Designando por AT 0s seguintes componentes da expresso anterior

T
A(j—g] K

Transpondo ambos 0s membros da expresséo e atendendo ao facto de a inversa da
matriz de rigidez K ser simétrica, resulta

A=K " Q
A

Multiplicando ambos os membros por K obtem-se um sistema de equacdes semel hante
a0 que seria utilizado numa andlise da estrutura
79

KA=—<2
~ ~ d?
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Analisando a estrutura com a matriz de rigidez correspondente aos valores correntes
das variaveis independentes e com o vector solicitacdo J g / J D, obtém-se os deslocamentos

A, qQue se designam por deslocamentos da estrutura adjunta.

Depois de obtidos os valores de A, é possivel cacular Jdg/dx com a seguinte

expressao

dg:dg+/]T dE_dISD
ax dl, ~\Idx Ix -

(ba) () (@m) (ma)  (mxm)(maq)

Os componentes desta expressao apresentam as seguintes caracteristicas

0F - éfécil decacular, porque F ndo depende dos deslocamentos

0K - éfé&cil de cacular, porque K ndo depende dos deslocamentos. Pode

0%  ser calculada ao nivel do elemento finito, seguindo-se  uma
assemblagem das derivadas.

Este procedimento possui a vantagem de apenas ser hecessario analisar a estrutura uma

sO vez para cacular as derivadas de todas as restricdes em ordem a todas as variavels
independentes. O sistema de equagdes K A= 0‘g/ JD tem de ser resolvido com um ndmero de

vectores solicitacdo igual ao nimero de restrigdes. O célculo de derivadas com este algoritmo
€ designado andlise de sensibilidades. O vector o’g/ JD é designado solicitacdo da estrutura

adjunta e o vector A corresponde aos deslocamentos da estrutura adjunta

2.5- Célculo dederivadas

O célculo de derivadas pode ser efectuado de trés modos distintos:

andliticamente O programador deriva as expressdes previamente e insere-as no
programa ja derivadas (SO possivel em casos simples).
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numericamente ou por | 9 f 0 f(x+4)-f(x) sendo, por exemplo, A = 0.001
diferencas finitas dx A

Se o vaor da perturbacdo A ndo for bem escolhido, podem surgir
problemas numeéricos.

programacao As diversas expressdes sao fornecidas ao programa de computador
simbdlica como dados e o proprio programa aplica as regras da derivacao.

2.6 - M Ultiplos casos de carga

No caso da formulagdo integrada, os deslocamentos sdo considerados como variavels
do programa matemético. Se existirem mUiltiplos casos de carga, os deslocamentos associados
a cada um deles tém de ser repetidos. Se n for o nUmero de varidveis independentes, m o
nimero de deslocamentos e ¢ 0 nimero de casos de carga, 0 nimero total de varidveis do
programa matematico é

n+mxc

Esta repeticdo de varidvels torna a resolugdo do programa matemético ainda mais
problematica. Quando o numero de graus de liberdade da estrutura € elevado e existem
diversos casos de carga, a formulagdo integrada fica fortemente penalizada, quando
comparada em eficiéncia com a andlise de sensibilidades.

No caso da andlise de sensibilidades, devido ao facto de os deslocamentos ndo serem
considerados como varidvels do programa matemédtico, a existéncia de mdltiplos casos de
carga nao é tdo problemética.

Quer se utilize a formulagdo integrada, quer a andlise de sensibilidades, as restricbes
gue dependem dos deslocamentos ou dos esforgcos tém de ser repetidas para cada caso de
carga.
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